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Zu vorliegender Arbeit veranlasste mich mein 
hochverehrter Lehrer, Prof. Dr. W. Fr. Meyer. Eine 
von ihm angestellte. noch unveröffentlichte Unter- 
suchung über die -biquadratische Gleichung, in 
deren Manuskript einzusehen mir freundlichst ge- 
stattet wurde, hatte das Resultat gezeitigt, dass gerade 


die rationale lineare Transformation y —= —— 
ausserordentlich geeignet erscheint, die invarianten- 
theoretische und die gruppentheoretische Auflösungs- 
methode der Gleichung vierten Grades elementar zu 
begründen und in inneren Zusammenhang mit ein- 
ander zu setzen. Es entstand nun die Frage, ob 
nicht auch im allgemeinen Falle die Annahme 
einer Transformation in rationaler Gestalt 
wesentliche Vorteile gegenüber der ganzen Tschirn- 
haustransformation bieten würde. Demgemäss war es 
meine Hauptaufgabe, eine systematische Theorie der 
rationalen Transformation algebraischer Gleichungen 
aufzubauen und die auf diesem Wege eventuell er- 
haltenen Resultate der Theorie der Tschirnhaus- 
transformation nutzbar zu machen. 

Herrn Prof. Dr. W. Fr. Meyer, der mir während 
meiner Studienzeit stets mit Rat und Tat zur Seite 
stand und mich besonders bei vorliegender Arbeit 
auf viele neue Untersuchungen hinwies, spreche ich 
an dieser Stelle meinen ehrerbietigsten Dank aus. 
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Einleitung. 


ee 


Im Mai des Jahres 1683 veröffentlichte Graf 
Ehrenfried Walther von Tschirnhaus auf Kies- 
lingswalde in den Acta eruditorum eine Abhandlung, 
die den ebenso kühnen wie leider unberechtigten 
Titel führte: Nova methodus auferendi omnes_ ter- 
minos intermedios ex data aequatione per D. T. (soll 
heissen: Dominum Tschirnhaus.) Vgl. Acta eruditorum 
t. II, p. 204—207, Leipzig 1683. Zu der gege- 
benen Gleichung: x +a, Kr Waren an), 
wie wir sie schreiben würden, nimmt Tschirnhaus die 


. —1l —2 — 3 
sog. aequatio assumatax —=b,x +b,x +... 


I 
+b,,x+b,_ ,+y als Transiormationsgleichung hin- 
zu, eliminiert durch ein unsystematisches Verfahren x 
— er führt das bei der kubischen Gleichung y’— 
qy+r und der Transformation y—by+tz+ta dureh, 
gibt aber nicht an, wie —, erhält eine Gleichung vom 
n-ten Grade in y (bzw. z) und hofit nun, die bisher 
unbestimmten Koeffizienten der Transformation so 
bestimmen zu können, dass in der transformierten 
Gleichung alle Zwischenglieder, vom zweiten bis zum 
vorletzten, verschwinden. Diese Hoffnung hat sich 
bekanntlich bald infolge des im allgemeinen Falle 
viel zu hohen Grades der für die Bestimmung der Trans- 
formationskoeffizienten resultierenden Gleichungen als 
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trügerisch erwiesen. Leibniz, der erste, der durch 
einen Brief von Tschirnhaus (vgl. Leibniz t. IV, 
p. 450) vom 10. April 1678, oder wie Baltzer 
(Theorie und Anwendung der Determinanten S 11,4 
p- 101, Leipzig 1870) angibt, vom 17. April 1677, 
schon vor ihrer Veröffentlichung Kenntnis von der 
Idee erhielt, war auch der erste, der Einwendungen 
gegen die Richtigkeit seiner Behauptungen vorbrachte 
(vgl. besonders t. IV, p. 501); trotzdem hat Tschirn- 
haus jene Hoffnung bis zu seinem Tode nicht 
aufgegeben, wenigstens nicht öffentlich; und auch 
späterhin scheint noch mancher — ich erinnere an 
Jerrard — die Tragweite der Untersuchungen 
Tschirnhaus’ weit überschätzt zu haben. Vgl. hierzu 
auch Lagrange, Mem. de Berlin 17710. Reflexions, 
p- 10 ff. Ausführlichere Angaben, sowie auch eine 
Biographie Tschirnhaus’ findet man bei Hermann 
Weissenborn, Lebensbeschreibung des Ehrenfried 
Walther von Tschirnhaus und Würdigung seiner Ver- 
dienste, Eisenach 1866. (Tschirnhaus wurde geboren 
10. April 1651 zu Kieslingswalde; 1668 kam er nach 
Leyden. Er starb 11. Oktober 1708.) Vgl. auch die 
Darstellung bei M. Cantor, Vorlesungen über Ge- 
schichte der Mathematik t. II, p. 107 ff., Leipzig 1898. 
Zu erwähnen ist ferner Mathiessen, Grundzüge der 
antiken und modernen Algebra der literalen Glei- 
chungen, p. 119--126, Leipzig 1878. 

Nachdem dann der Streit zu ungunsten Tschirn- 
haus’ entschieden war, scheint es lange niemand der 
Mühe für wert gehalten zu haben, sich mit der Frage 
eingehender zu befassen. Erst die zwar durchaus 
nicht gleichzeitigen, aber dennoch von einander un- 
abhängigen Entdeckungen Brings und Jerrards, 
die beide die Möglichkeit nachwiesen, die Gleichung 
fünften Grades sowie alle Gleiehungen höheren Gra- 


Be 


des so zu transformieren, dass die resultierende Glei- 
chung vom zweiten, dritten und vierten Gliede be- 
freit erscheint, vermochten wieder das erlahmte Inter- 
esse an der Tschirnhaustransformation zu heben. 
E. S. Bring hatte 1786 eine Promotionsschrift ver- 
fasst, die seinem Schüler S. G. Sommelius als 
Grundlage der an der Universität Lund stattfinden- 
den Disputation dienen sollte; sie führte den Titel: 
Meletemata quaedam mathematica circa transforma- 
tionem aequationum algebraicarum, quae praeside 
E. S. Bring modeste subjieit S. G. Sommelius. (Vel. 
über die Verfasserfrage Klein, Vorlesungen über 
das Ikosaeder und die Auflösung der Gleichungen 
vom fünften Grade, p. 143, Leipzig 1884.) Man findet 
nähere Angaben in dem Berichte Hills, Verhandlungen 
der schwedischen Academie 1561. Ferner ist zu erwäh- 
nen der Abdruck im Quarterly Journal of Mathematics 
t.6 (1863) (Harley, A contribution to the history ete.). 
Vgl. ausserdem Grunerts Archiv t. 41 (1864) 
p- 105—112. Jerrards Untersuchungen finden sich 
in den Mathematical Researches, Bristol-London 1834. 
Seine weiteren hierhergehörigen Publikationen, die 
leider auch .manchen Irrtum, besonders den schon 
oben erwähnten enthalten, findet man: Philosophical 
Magazine t. 7 (1835), t. 26 (1845), t. 28 (1846), t. 3, 
New Series (1852), t. 23, 24 u. 26 (1862—1863). Vel. 
dazu den Bericht Hamilton’s, Reports of the British 
Association t. 6, Bristol und die Entgegnungen 
Cockle’s und Cayley’s, Philosophical Magazine 
t. 17—24 (1859—62). DBei Serret, Cours dal- 
gebre swperieure, p. 424—434 findet man eine 
kurze Darstellung des Problems. Vgl. auch G. Sal- 
mon, Vorlesungen über die Algebra der linearen 
Transformationen, übersetzt von Fiedler, p. 328, 
Leipzig 1877. 
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Ein bedeutender Schritt im Entwickelungsgange 
der Theorie der Tschirnhaustransformation war es, als es 
Charles Hermite im Jahre 1858 gelang, durch Ein- 
führung der Teilformen der gegebenen Gleichung die 
Koeffizienten der transformierten Gleichung als Invari- 
anten nachzuweisen. Seine Entdeckung findet sich in 
den Comptes Rendus t. 46 (1858) p. 961. (Sur quelques 
theoremes d’algebre et la resolution de l’equation du qua- 
trieme degre). Vgl. ausserdem seine Abhandlung: Sur 
l’equation du cinquieme degre, Comptes Rendus t. 61, 62. 
(1865, 1866), Paris. Zu erwähnen ist ferner die Darstel- 
lung bei Faa di Bruno, Einleitung in die Theorie der 
binären Formen, S 24, p. 269—275, Leipzig 1881, 
und bei Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl., 
I., 6. Abschn., pag. 240 ff., Braunschweig 1898. Vgl. 
ausserdem Gayley, On Tschirnhausen’s Transfor- 
mation, Philosophical Transactions, 1862, p. 561. 
und auch 1866, pP. 97; dann noch Orelles Journal für 
Mathematik 58. (1861) p. 259 = Ooll. Pap. 4, p. 259. 
In derselben Zeitschrift findet sich eine auch hier- 
hergehörige Mitteilung Hermites an Borchardt 
(Orelles Journal 59. [1861]. Die Hermiteschen 
Untersuchungen wurden dann von anderen Au- 
toren als Ausgangspunkt zu vielfachen spezielleren 
Untersuchungen genommen; so hat z. B. Sylvester 
besonders den dritten Koeffizienten der transformier- 
ten Gleichung, die sog. Bezoutiante, näher behandelt. 
Vgl. London Tr. 143. (1853) p. 543 ff. DBetreffs der 
Bezoutiante und ihres Zusammenhanges mit den Un- 
tersuchungen über Wurzelrealität vgl. noch Runge, 
Gleichungen, Separation und Approximation der 
Wurzeln, Encyklopädie der Mathematischen Wissen- 
schaften, 1 B 3a Nr. 8, p. 429, ausserdem Weber» 
Lehrbuch der Algebra, I, p. 281ff. Eine genauere 
Literaturangabe über diese mehr speziellen Probleme 
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findet man bei W. Fr. Meyer, Imvariantentheorie, 
Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften, 
IB2Nr. 7, p. 347f., Anm. 147, und Nr. 19 p. 378, 
Anm. 321. Hervorgehoben soll noch werden: Clebsch, 
Über die Anwendung der quadratischen Substitution 
auf die Gleichung fünften Grades und die geometrische 
Theorie des ebenen Fünfseits, Mathematische An- 
nalen t. 4 (1571), sowie die auch in geometrischer 
Form gehaltenen Untersuchungen von F. Klein, 
Vorlesungen über das Ikosaeder ete., Abschn. II, 
p. 162 ff., besonders p. 169 (Einführung eines 
Clebschschen, typischen Koordinatensystems). Der 
Vollständigkeit halber sei noch verwiesen auf: 
Hunrath, Algebraische Untersuchungen nach Tschirn- 
hausens Methode, I--UII, Pr. Glückstadt 1876, Haders- 
leben 1881—1885. Heymann, Transformation und 
Auflösung der Gleichungen 5. Grades in elementarer 
Darstellung, Zeitschrift für Mathematik und Physik 
t. 42, p. 81-98 u. 113—121, und in derselben 
Zeitschrift: Jerrard und Hermite, Transformation 
der Gleichung 5. Grades, t. 4, p. 77—90; endlich: 
Petersen, Theorie der algebraischen Gleichungen , 
PeSarre IT Kopenhagsenzrl 878 Funde Pascal; 
Repertorium der höheren Mathematik, übersetzt von 
Schepp, p-. 82, Leipzig 1900. 

Wenn man die Literatur über das vorliegende Pro- 
blem, deren genauere Charakterisierung den Rahmen 
einer Einleitung zu erheblich übersteigen würde, als dass 
ich sie hierversuchen könnte, überblickt, so kommt man 
bald zu dem Ergebnis, dass die mannigfaltigen in ihr 
entwickelten Methoden, so brauchbar und elegant sie 
für die Theorie auch sind, doch fast sämtlich an dem 
Mangel leiden, einem Versuch ihrer praktischen 
Durchführung, selbst bei den einfachsten Beispielen, 
bei kubischen oder gar biquadratischen Gleichungen, 
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ganz erhebliche technische Schwierigkeiten entgegen- 
zusetzen. So findet man z. B. zwar bei allen Dar- 
stellungen der Tschirnhaustransformation einen oder 
mehrere Wege angegeben, die es einem ermöglichen 
sollen, die ursprüngliche Variable aus der gegebenen 
Gleichung und der Transformationsgleichung zu eli- 
minieren, bezeichnenderweise aber wird man ver- 
geblich nach Formeln suchen, die es gestatten, 
die Koeffizienten der transformierten Gleichung in 
irgend einer Gestalt direkt hinzuschreiben. Am 
weitesten kommt in dieser Hinsicht Weber, dem 
es gelingt, die durch die Transformation 


ee ir se D ern) Lew + een 


wo die f, die gewöhnlichen Teilformen des gegebenen 


Polynoms 1) bedeuten, umgeformte Gleichung in 
Determinantenform darzustellen, der aber sein Re- 
sultat nicht auf die interessantere Hermitesche Ab- 
änderung obenstehender Transformation zu 


0, ee N 
wor ax tax). run. 


die bekanntlich die Invarianz der Koeffizienten der 
transformierten Gleichung hervorruft, ausdehnt. Vergl. 
Weber, Lehrbuch der Algebra, I, S 78, p. 253. 

Ehe ich dazu übergehe, den Gedankengang der 
vorliegenden Arbeit, in der ich mich gerade von vor- 
wiegend praktischen Gesichtspunkten habe leiten 
lassen, zu entwickeln, will ich noch kurz die beiden 
gebräuchlichsten und am meisten empfohlenen Me- 
thoden der Transformationsdurchführung .skizzieren. 
Da findet man zunächst die Methode der symmetrischen 
Funktionen: Man bildet, wenn y= y(x) die Trans- 
formationsgleichung ist, der Reihe nach die Ausdrücke 
y=o(ß), y = o2x), ..%.,rjeden für sämtliche 


u = 


Wurzeln der gegebenen Gleichung und summiert 
innerhalb der einzelnen Potenzen über jene. Man 
erhält auf diese Weise die Potenzsummen der y aus- 
gedrückt durch die Potenzsummen der x. Die Me- 
thode hat den Vorteil, dass man, anstatt die 
Koeffizienten b,, ba,...b, ,, b, der transformierten 
Gleichung gleich Null zu setzen, man dies gleich mit 
den Potenzsummen 9, 09, .... 0, 1 0, der y, tun 
kann. Trotzdem, und obwohl Weber für die Be- 
ziehungen zwischen den Potenzsummen der y und 
denen der x allgemeine Formeln gibt (vgl. Weber, 
Lehrbuch der Algebra, p. 201), ist doch die Me- 
thode für praktische Anwendungen eben wegen des 
Umweges (Koeffizienten der gegebenen Gleichung — 
Potenzsummen der x — Potenzsummen der y — 
Koeffizienten der transformierten Gleichung) nicht so 
ganz einfach. Eine weitere Methode wäre (vel. 
Serret, Cours d’algebre superieure), die sukzessiven 
Potenzen von y=y(x) zu bilden, die darin vor- 
kommenden Potenzen von x, deren Exponent grösser 
als n—1 ist, mit Hilfe der gegebenen Gleichung n-ten 
Grades zu beseitigen, dann das so entstehende 
Gleichungsschema nach den vorkommenden Potenzen 
von x (x ,x"”",....) aufzulösen und die so er- 
haltenen Werte in die Ausgangsgleichung einzusetzen. 
Wie man sieht, ist es ein ziemlich umständliches 
Verfahren, das in dieser Form wohl kaum für irgend- 
welche praktischen Anwendungen brauchbar ist. Es 
ist im Grunde genommen nichts anderes, als eine 
höchst mühsame Herleitung der Resultante von 
fx) = 0 und p(x)—y=0, mit der die transfor- 
mierte Gleichung ja identisch sein muss. (Vgl. 
Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, 
p- 101 und Weber, Lehrbuch der Algebra, p. 200.) 
Man kann, von der Sylvesterschen Form der Resul- 





De 


pe 


tante ausgehend, allein auf Grund von Determinanten- 
sätzen allgemeine Determinantenausdrücke für die 
Koeffizienten der transformierten Gleichung herleiten, 
doch will ich, da diese Methode mir allzu äusserlich 
zu sein scheint, im folgenden einer Anregung meines 
hochverehrten Lehrers, Herrn Prof. Dr. W. Fr. Meyer 
nachgehend, das Transformationsproblem von folgen- 
dem Standpunkt aus in Angriff nehmen: 

‚Bei näherer Beschäftigung mit der Tschirnhaus- 
transformation in der gebräuchlichen ganzen Form 
bemerkt man bald, wie unsymmetrisch und schief 
die Beteiligung der Transformationskoeffizienten, und 
ganz besonders des letzten, an der Bildung der in 
Betracht kommenden Ausdrücke sich gestaltet. Es 
liegt nun nahe, die ganze Transformation yY=g(x), 
die ja überdies wahrscheinlich nur aus anderweitigen 
Gründen — man denke an ihre Verwendung in der 
Körpertheorie — als die nächstliegende herangezogen 
und bevorzugt worden ist, zu verlassen und zu ver- 
suchen, ob die Einführung einer allgemeinen rationalen 
Transformation y = Te nicht geeignet sein wird, 
die durch die frühere einseitige Spezialisierung ver- 
schleierten Gesetze aufzudecken und so eine allgemeine 
Durchführung zu ermöglichen. Dass der Gedanke 
nicht ganz hoffnungslos ist, erkennt man schon daraus, 
dass, während früher die Koeffizientenreihe der als 
Funktion von x betrachteten Transformationsgleichung 
P(x)—y = 0 war: 

N Dan lo 
man jetzt die gleichmässige Reihe hat: 
(3% y—0,); (B 1 y—@)), Hast n (B In Pa). 

Ist es uns nun gelungen, die rationale Trans- 


1%) 
formation y — = 











wirklich durehzuführen, so wird 


es ein leichtes sein, die erhaltenen Formeln und Be- 
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ziehungen so zu spezialisieren, dass auch das Problem 
der ganzen Transformation y=„(x) allgemein durch- 
führbar wird. 

Damit sind die Grundgedanken der beiden 
Hauptteile vorliegender Arbeit gekennzeichnet und es 
erübrigt noch, einige Worte über ihre Ausführung 
zu sagen. Was die Art und Weise der Aufstellung 
der transformierten Gleichung anlangt, so habe ich 
für die vorliegende Darstellung folgenden Weg ge- 
wählt: Ich kombiniere zwei verschiedene Methoden. 
Einmal schreibe ich die transformierte Gleichung in 

n 
der bekannten Form ill (y—y,) = 0, anderseits Tasse ich 
sie als Resultante oa fx) = 0 und y(x)y—(y) = 0 
auf. Die erste Methode soll mir im wesentlichen 


nur dazu dienen, gewisse Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten der transformierten Gleichung aufzu- 


decken — da sich dabei die Fragen nach Grad, 
(rewicht, Homogenität, Isobarismus ganz einfach er- 
ledigen, verfolge ich auch diese —, während die 


zweite der Methoden mir irgend einen Koeffizienten 
liefern soll, von dem ausgehend ich die übrigen ver- 
möge der oben angedeuteten Relationen herleiten 
kann. Ich erhalte für den Zusammenhang der 
Koeffizienten das elegante Gesetz, dass sich jeder 
der Koeffizienten aus einem benachbarten durch den 
bekannten Aronholdschen Prozess in einfacher 
Weise ableiten lässt. Anderseits erkennt man in dem 
ersten und letzten Koeffizienten die Resultanten von 
(x) und y(x), und f(x) und x(x) respektive.) Die 
Anwendung des Aronholdschen Prozesses zeigt mir 
also, dass sich die Koeffizienten als höhere Emananten 





1) Vgl. auch Gordan, Über die Invarianten binärer 
Formen bei höheren Transformationen, Orelles Journal 71, 
18570 p. 165 ff. 
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jeder der beiden obigen Resultanten auffassen lassen. 
Die von Gordan angegebene Invarianz der 
Koeffizienten (Vgl. Gordan, Über die Invarianz 
binärer Formen bei höheren Transformationen, Orelles 
Journal 71, 1870) ist damit sofort nachge- 
wiesen. Ausserdem erkennt man durch die zweite 
Methode, dass sich alle Koeffizienten durch (m—-n)- 
reihige Determinanten werden darstellen lassen und 
es gelingt durch zweckmässige Ausführung des 
Aronholdschen Prozesses, diese Determinanten als 
einer einfachen Matrix von 2n-m Reihen und mn 
Kolonnen entnommen nachzuweisen. Mit Hilfe einer 
ganz ähnlichen Matrix von nur 2n—m—3 Reihen 
und m-+n—2 Kolonnen gelingt es auch x wieder 
alsrationale Funktion von y darzustellen, wenn 
man will auch als ganze Funktion, was jedoch selten 
empfehlenswert ist. Die beiden eingefügten Beispiele 
sollen zur Veranschaulichung der Theorie beitragen. 
Der Abschnitt schliesst mit einer expliziten Dar- 
stellung der auftretenden Invarianten als symmetrische 
Wurzeldifferenzenfunktionen. 

In dem nun folgenden zweiten Abschnitte wer- 
den dann die eben gewonnenen Resultate auf die 
ganzen Transformationen, zunächst in der elemen- 
taren Form, dann in der Hermiteschen Gestalt, an- 
gewendet. Es treten viele Reduktionen ein: Anstatt 
der im vorigen Abschnitte grundlegenden (2n—+-m)- 
reihigen Matrix erhalten wir hier eine (m—-n)-reihige 
Hauptdeterminante, deren (m--n—k)-reihige Diagonal- 
minoren in gewisser Weise an Stelle der früheren 
(m--n)-reihigen Determinanten treten. Überall tritt 
die eingangs gerügte Unsymmetrie deutlich zutage. 
So ist der letzte Koeffizient der transiormierten 
Gleichung, der sich als Resultante von i(x) und (x) 
darstellt, allein invariant. Der Aronholdsche Prozess 
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geht in den gewöhnlichen Differenziationsprozess nach 
dem letzten Koeffizienten des Transformationsaus- 
drucks über. Damit ist aber auch sofort das ein- 
fache Resultat festgestellt: Transformiert man eine 
Gleichung f(x) =0 durch eine Tschirnhaustransfor- 
mation y= go(x), so werden die Koeffizienten der 
resultierenden Gleichung bis auf unwesentliche Zahlen- 
faktoren gleich den sukzessiven Ableitungen der 
Resultante von f(x) und g(x) nach dem letzten 
Koeffizienten von (x). Damit hat man die Mittel 
gewonnen, die Transformation auszuführen. Des 
weiteren betrachte ich die Resultante R,, als Funk- 
tion des letzten I ommandnakneffikienten a, allein; 
es kommt dann alles auf die dabei sürtretetiden 
Koeffizienten A, A), A, .... an. Das Verschwinden 
des zweiten Koeffizienten b, der transformierten 
Gleichung erfordert die Bestimmung von «a, aus der 
linearen Relation A,a, +A, = 0 und es gelingt dann, 
die Forderung, dass b,, b,,....b,_, b, verschwinden 
sollen, zu identifizieren mit der Forderung, b,, auch 
als Funktion von a,, allein betrachtet, als vollständige 
k-te Potenz darzustellen. Man erhält als Bedingungen 
einfach das Verschwinden der zweireihigen Deter- 
minanten der Matrix: 
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Nachdem für die Koeffizienten A, der Resultante 
R,„ noch Determinantenformeln gegeben sind, 
wird bei den kubischen Gleichungen gezeigt, wie 
durch die Beseitigung des letzten Transformations- 
koeffizienten vermöge A,a, +A,= 0 sich die 
Hermiteschen Teilformen hereindrängen ; 
später ist der Versuch gemacht, die synthetische Her- 
leitung des Hermiteschen Ansatzes zu verallgemeinern. 


ee 





Eben dieser Hermiteschen Transformation y = r(x) 
ist dann der letzte Teil des zweiten Abschnitts ge- 
widmet. Nachdem die Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten in (x) und in t(x) aufgestellt worden 


sind — man erhält auch hier wieder ‘die dies- 
mal in Determinantenform auftretende lineare Be- 
dingune Aa, 7 A ee werden mit-ihrer 


Hilfe die Determinantenausdrücke für die Koeffizienten 
b, transformiert. Es reduziert sich alles auf eine 
diesmal nur n-reihige Hauptdeterminante S,, und 
deren (n—k)-reihige Diagonalminoren. Man hat damit 
eine direkte Darstellung der bei der Hermiteschen 
Transformation auftretenden Invarianten in Deter- 
minantenform. Die Hermitesche Transformation 
erscheint nach diesen Ausführungen, wenn auch nicht 
als eine notwendige Umformung der elementaren 
Transformation, so doch auch nicht mehr so weit 
hergeholt, wie es sonst der Fall zu sein scheint, um- 
somehr als man die durch sie hervorgerufenen 
invarianten Koeffizienten in greifbarer Gestalt vor 
Augen hat. Für den dritten Koeffizienten b, der 
im wesentlichen die sog. Bezoutiante ist, gebe ich 
dann noch eine naturgemäss ziemlich viel Rechnung 
enthaltende Herleitung ihrer expliziten Form. Es 
lässt sich so auf elementare Weise die Tatsache, dass 
die Koeffizienten des als quadratische Form ge- 
schriebenen dritten Koeffizienten b, mit den Elementen 
der als (n—2)-reihige Determinante geschriebenen 
Diskriminante von f(x) proportional sind, nach- 
weisen. Ich erledige dann noch das Problem der 
Transformation einer Gleichung von beliebig hohem 
Grade auf eine Hauptgleichung, also eine Gleichung, 
in der das zweite und dritte Glied fehlen. Auch 
in diesem Teile dienen einfache Beispiele der Er- 
läuterung. 


ee. 


Was das Äussere anlangt, so habe ich geglaubt, 
die erwähnten Beispiele in den theoretischen Teil 
einflechten zu dürfen. Ferner habe ich darauf ver- 
zichtet, die Zahl der -anten-Begriffe noch durch 
eine für das Vorliegende zugeschnittene Terminologie 
zu vermehren — man könnte sich vielleicht versucht 
fühlen, die immer wiederkehrenden, nach ein und 
demselben Prinzip gebauten Determinanten als Trans- 
formanten, Subtransformanten u.s.f. u.s.f. zu be- 
zeichnen — ebenso wie ich mich auch auf eine 
durchgeführte symbolische Bezeichnung der sich 
durch die ganze Arbeit hinziehenden Matrices und ihrer 
Determinanten nicht eingelassen habe, obwohl beides 
die Darstellung entschieden knapper und eleganter 
gestalten würde. Die Beweise sind bei den Haupt- 
punkten allgemein durchgeführt, bei einzelnen Neben- 
punkten nur gekürzt wiedergegeben und dann von 
einem für einen speziellen Fall vollständig durchge- 
führten Beispiele begleitet. Um Weitläufigkeiten zu 
vermeiden, habe ich mich im allgemeinen nur auf 
die ganz regulär verlaufenden Fälle beschränkt; durch 
Gleichwerden zweier Wurzeln, Verschwinden von Re- 
sultanten, Nullwerden von Koeffizienten u.s.f. u.s.f. 
etwa eintretende Spezialfälle sind nur an einzelnen 
Stellen erwähnt. Die Anwendungen und Beispiele kön- 
nen natürlich ausser dem schon weiter oben erwähnten 
Zwecke der Veranschaulichung auch dem der Kon- 
trolle der Richtigkeit der theoretischen Entwicke- 
lungen dienen, die ja überdies durch die Überein- 
stimmung der Resultate, die man auf gänzlich von 
einander verschiedenen Wegen erhalten kann, ge- 
währleistet scheint. 

Im Schluss ist dann noch ein ganz kurzer Abriss 
gegeben, der einen Einblick in die Beziehungen zwischen 
zugeordneten ganzen und rationalen Transformationen 
9 


— 


ee 


gewähren soll. Es ist dies im wesentlichen eine ein- 
fache Verallgemeinerung der von Glebsch in dem 
oben zitierten Aufsatz über das Fünfseit fürn = 5 
entwickelten Relation. Eine interessantere, aber un- 
gleich mehr Rechnung erfordernde Herleitung dieser 
Beziehungen mittels des Buklidischen Algorithmus habe 
ich hier teils aus räumlichen Rücksichten, teils wegen 
des geringen inneren Zusammenhanges mit dem vor- 
liegenden Thema nicht aufgenommen. Ein Hinweis 
auf eine Darstellung der symmetrischen Funktionen 
durch die Determinanten der a-Matrix der Resultante 
beschliesst das Ganze. 


$ 1. Die rationale Transformation algebraischer 
Gleichungen. 

Ich behandle die in Rede stehende Frage gleich 
in der allgemeinsten Form: Die gegebene Gleichung 
soll von beliebig hohem Grade n, die rationale Trans- 
formation von beliebig hohem Grade m sein. Dass ich 
aus Symmetrierücksichten Zähler und Nenner der Trans- 
formation von vorneherein von demselben Grade an- 
nehme, ändert, wie man leicht erkennt, an der All- 
gemeinheit der Behandlung nichts.!) Denn da, wie 
sich später zeigen wird, die in Betracht kommenden 
Bildungen ganze Funktionen der Transformations- 
koeffizienten sind, so braucht man nur, falls m und 
m—] die Grade der beiden an der Transformation 
beteiligten Polynome bezeichnen, von den dem 
Polynom geringeren Grades zugehörigen Trans- 
formationskoeffizienten nachträglich die ersten | ver- 
schwinden zu lassen, um auch den Fall ungleicher 
Grade mit einzuschliessen. 





1) Vgl. dazu Clebsch, Über die Anwendung der 
quadratischen Substitution ete, Math. Annalen 4. (1571) 
p. 285. 
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Ich gehe also aus von der für den vorliegenden 
Zweck ohne Binominalkoeffizienten geschriebenen 
Gleichung n-ten Grades: 

(n) 
A n n—1 n—2 2 
ehe ee 3 
Die Ausgangsgleichung soll die Wurzeln 


a ch X x, haben: 


n2) n—1’ 


f(x) = a, Ila&—x) = 0, (x,+x,). 
1 
Ich transformiere nun diese Gleichung durch 


Einführung einer neuen Variabeln, die eine rationale 
Funktion m-ten Grades der alten sein soll: 





(m) 
a ae: 
Nele (m) ? Nahe 
“ X) 
= 27 I 2 
a) ax tax +08" + ....+0,0X ta, ,Xt+te. 
(m) m m—1 m—2 2 
YR) — PoX + P,% + Pax RE AR 0% er 


Ich werde zweckmässig annehmen, dass weder 
IE Elm llanochälg)= = VO und or) = 0 
eine oder mehrere gemeinsame Wurzeln besitzen, 
dass also jedesfalls die beiden Resultanten R,, und 


%% 
R von Null verschieden sind. R — (0) würde 


() 1, 
ee dass sich der Grad der reiten von 
m auf mindestens m—1 vermindert, kann daher auch 
ausser Betracht gelassen werden. Doch liegt eine 
Notwendigkeit für diese Bestimmung zunächst nicht 
vor. Die transformierte Gleichung wird dann wieder 
vom Grade n. Wir können schreiben: 
(n) Fr 
iy)= I erh 
Es soll noch, obwohl auch dies keineswegs un- 
bedingt erforderlich wäre, hier die Annahme gemacht 
werden, dass von den 
x(x,) 
> YiX;) 


r 





ee 


keine zwei einander gleich seien, dass also die Dis- 





kriminante von f(y) = 0 nicht verschwinde. Wir 
haben also: 

f(y) = Ill 2 =) 

a m 


oder, wenn wir den Nenner beseitigen: 
I(y) Ivy, = Il (vu)—z)) rl): 
Man bedenkt nun, dass 'Ip(x,) nichts anderes ist als 
1 


1 
mr 


(HD 
a, + 
vorausgesetzt ist, kann ich schreiben: 





Da diese Resultante!) von Null verschieden 


(n) m T 

ey) = NR, = ud) = 0. 
Ich sehe nunmehr g&(y) = 0 als transformierte Glei- 
chung an: 


in) n n— Nn—: n 
EIN yrrb,y '+b,y PEN +b.,y+b, .y+b, za) 
Setze ich jetzt: 
Dr or = IR k=0(0,1,2,....m-2, m—l, m), 
so wird 
(m) (m) (m) 
PR) = YYR) IR) = 
= X +OX + 6,7 + RN +0, ,x + 6, 1X+06,.: 
(m) j i - 
y(x) = 0 ist natürlich nichts anderes, als die Bezie- 


hung zwischen den beiden Variabeln x und y, d.h. 
die Transformationsgleichung. Wir können also 
jetzt schreiben: 


r I m) 
sy) = a, Mpix) — 
n 
re . __m ‘ _m—I ‘ __m—2 \ 2 ZN 
Se a, (ö,x) +6.x, +0;8, Bee + +6.1%+0,) —0 


1) Vgl. Gordan, Orelles Journal 71. p 169. 


Entwickelt man nunmehr dies Produkt, so 
erhält man die transformierte Gleichung darge- 
stellt als homogene, ganze Funktion der 6, 6, Ö,, 

URRÄGE ö vom Grade n. Die Anzahl der 


m—2 m—1’ m 
Terme ergibt sich sehr leicht gleich der Anzahl der 
Kombinationen mit Wiederholung von m+1 Elemen- 


ten zu je n, also gleich kairar Wir werden demnach 


N) 
ey) = A, 
worte  (l10)a,0: 


Für l hat man sieh die Indexreihe: 


erhalten: 


DE, 119 ln L, 


zu denken, worin die i, die Zahlen 0, 1, 2,.. 

m—2, m 1, m ‘durchlaufen. Es ist immer i =i__,; 
überhaupt denkt man sich am besten die Indexkom- 
binationen P, in der üblichen Weise lexikographisch 
geordnet. (116) . ist aufzufassen 


TrEDDEDEETer me eln 


als Symbol für das Produkt: 
m), = 0,800 Mi) 


l 1? 


P6i) Pe 


in—2 In—ı In 

Die S sind nun olfenbar symmetrische Funk- 
Monamallerzuxsckite rar} 
in der üblichen Bezeiehnungsweise: 


x. Sie sind 


X, n 


9 


Vare TI m  ,  M23o Sem ie mn 0 mn 07 „Me, 
I, a 2 2. Aula pmein a, an % ; 
VO EI Ta Re arlalo" wio. Ober 


bei (IIö) der zu | gehörigen P, entnommen 
sind. Ihr Grad in den Wurzeln der Ausgangs- 


n 


Ä . v6 Ä 
gleichung ist mn—| "2 ()) „, also gleich dem 
1 F D = 


Produkt der beiden Gleichungsgrade vermindert um die 


(uersumme der zu | gehörigen Indexreihe P, oder gleich 
mn—g, wo g, das Gewicht des Produktes (IIö), be- 
zeichnen möge. Der höchste in einer Wurzel x, vor- 
kommende Grad ist, wie man direkt ablesen kann, m. 
Führt man also die Koeffizienten der Ausgangs- 
gleichung, durch die sich ja jede symmetrische 


Eunktion dersWurzelngs se er ”“ 


n—2 x 


BET 
ausdrücken lässt, ein, so erhält man a,"S, bare 
homogene Funktion der  Gleichungskoeffizienten 
vom Grade m und dem Gewichte mn--g, da 
ja der Grad einer symmetrischen Funktion in den 
Koeffizienten gleich dem höchsten in einer Wurzel 
vorkommenden Grade, ihr Gewicht in den Koeffizienten 
gleich ihrem Grade in den Wurzeln ist. Durch den 


Faktor a," wird alles ganz gemacht. Man erhält also: 


(m) 


m —— 
a = klaanıa 


) 
En 


F a2: ash a). 


Man sieht ferner leicht ein, dass sowohl Grad wie 
(Gewicht der transformierten Gleichung in den 
a, und 2, mit ihrem Grad bezw. Gewicht in den ö, 
übereinstimmen, denn 6, ist ja linear in a, und P, 
und ausserdem eben so definiert, dass sein Index mit 
dem des zugehörigen a, $-Paares identisch ist. Denkt 
man sich nun die ö, wieder durch die By—-a, ver- 
treten und bedenkt, dass sowohl Grad wie Gewicht 
sich additiv zusammensetzen, so kommt man zu dem 
Resultate: Die transformierte Gleichung als Funktion 
der a, a, und 3, betrachtet und daher speziell ihre 
sämtlichen Koetlizienten b, sind ganz homogen und 
isobar. Ihr Grad beträgt mn, ihr Gewicht mn. 

Man könnte nun versuchen, diese T, (a,, a), Ay, - - - 
&,_ 9, &,_,„, 4,) näher zu präzisieren und so zu all- 
gemeinen Formeln für die Koeffizienten der trans- 
formierten Gleichung zu gelangen. Dieser Weg scheint 
jedoch nicht zweckmässig. Immerhin aber kann uns 


1? 


u 


die oben entwickelte Methode dazu dienen, die Be- 
ziehungen zwischen den einzelnen Koeffi- 
zienten der transiormierten Gleichung auf- 
zudecken. Wenn es uns gelingt, ein allgemeines 
Gesetz zu finden, das uns den Übergang von einem 
dieser Koeffizienten zum vorhergehenden oder zum 
folgenden ermöglicht, so brauchen wir nur noch 
irgend einen dieser Koeffizienten auf einem 
anderen Wege herzuleiten, um dann alle übrigen 
mit einem Schlage zu haben. Ein solches Gesetz ist 
in der Tat leicht abzuleiten. 

Zu diesem Zwecke betrachte ich die (II 6), etwas 
genauer. Wir hatten: 








(6, —=*"]|6 = 6, 9....06 6 6, 
1 k 


127223 een 

wo die i, der zu | gehörigen Indexreihe entnommen 
waren. Um genügend Bezeichnungen zur Verfügung 
zu haben, setze ich noch 


Be rm eepi ep >), 
Zum Zwecke der Ableitung des fraglichen Ge- 
Retzensschesichkciewluriuesei Dual, 2. ee, 


zunächst als sämtlich von le verschieden an, 
was mich aber nicht hindert, nachträglich beliebig 
viele unter ihnen gleich werden zu lassen. Führen wir 
nun in den obigen (11 ö), für die d, die a, und P, 
ein vermöge der Beziehung: 

ae Rein 


k 


so erhalten wir: 
(110), — like P,y— 4, ) 

je en 

(N IB 





y In—1 


—ı 


Pr 1 


Dies wird eine Funktion vom Grade n in den 
Variabeln y, also von der Form: 
(n) VER TDEEL RER? OB a, ® 
(LIö) — ty) Eye y 


() 
Der erste Koeffizient e, wird olfenbar gleich dem 
Produkte aller Pi, 


— (IB), — 1a, = BEBEEIR EBEN. Bis 








in 1" in’ 
ganz analog wird der letzte Koeffizient: 
— 1). (Ile), = (1). Tyan > 
- Dla), — Hl a 
Ferner erhält man für den zweiten en 
) (l) (l) () (l) 
e [& e e 
0 0 0 0 
od —— A, —— Q, 
1 Pi, o Bi, Fe Sr B; 1 In—1 B; In 
VBELURGEE" 
oder —e&, — 6) ER 
k 
die Summe erstreckt über sämtliche Indices der Reihe 
P. Analog wird wieder: 
ß. 
0 Di 
OT nd (: 
Ik 
(seht man weiter, so erhält man: 
(l) (1) N (1) 
0) er, er ep +. ee ei e 
Be ege a, & ET tt, | 
; Pig Zr Bi, “in En n2 n Ai Eu 
d 
Vu VRR RR 
Oder ER, — Erz 
gig 
und analog: 
M) Pr Bi 
y k k 
e ee 
n—2 Ned. at? 
1 
k k 


wo diesmal die Summe zu erstreeken ist über alle 
Kombinationen der Indices aus der "Reihe P, zu je 


BE 25 BT 


zwei ohne Wiederholung. Allgemein ist dann 





n der 
DRG () 
Koeffizient e,_,: 
... 30) gun) 
\ k k 
5 —! — (— 1) & >, — k Ic 
nn See ı En ER a(h—2) a(h—1) 

'k j* , I) 


und analog: 





RT IE ee re 
2% Fa Bi y h 3, I. ir 
h ae... 3-2) gi) > 
Kir 'k 'k 


wo die Summe zu erstrecken ist über die Index- 


kombinationen ohne Wiederholung zur h-ten Klasse 
Speziell ist: 





GRYAEENS Bee 
nn Ve ( DS ih 3 I 
—— v I IF J 
n . Br ER a 2) ei 1) 
k k k k 
das heisst: 
(Ü) na (la) 
e 


= ea = 
el 


wie es ja auch sein muss. Der 


Vorzeichenwechsel 
ist von geringer Bedeutung. 


Es ist nun offenbar: 








) 0 
ee Du 20 
Au een 
OB, 
ebenso: 
„2 
0) MECOS 
%.—r ta 0 
k kOB 08, 
{ k 
und allgemein hat man: | 
Er 
IN (h—2) (h—1) en 
— (—|]) 4, Ku N 0, = ö ee we 
oß. oß; 0. 03 
Ik K Ik 
Analog ist wieder: 


BR. 21,02 





% h (1) 
() hy © 
— (—1 A : (h—2) 2 (h— >27 
Den . ( ) PATER ee Pi, Pi, da, ‚Sa, En ur dat —2)) ai (Ren 


() 
Da die Ableitungen von e, nach solchen ß,, die 


nicht in (116), enthalten sind, verschwinden, so kann 


ich statt der obigen Summen, die sich wie früher 
über die Kombinationen der Indices erstrecken, fol- 
gende schreiben: 





m (l) 
() N de, 
a en 1 Fa 
1 ne OB, 
m 2 (l) 
(1) x Ö 
€ Y e 
26, Jı Lie La. , 0 
0 (0) OB. OB. 
Jı Ja 
und allgemein: 
( 1) h m m m m m m 
BEE IGINTDI NR .In—2 ?) in—ı » 14 Ku a. de aa 
re Vu 7 7 ee 2 OR ir, 
0 0 0 0 0 
hd) 
X 3 d RR RA N 
BE a a; „OB, „OB, BEIN 
Für el „ gilt die ganz analoge Formel, die ich 


nicht Hinschteiber will. Man schreibt diese Aus- 
drücke bequemer als symbolisches Produkt: 


m ( (h) 
re — ) 
5 h! = Sem 3, 


U), (h) 
| a er (frR\) . 
analog: A or a 


J 





Aus dieser Schreibweise ist aber der Über- 
gang von einem Koeffizienten zum folgen- 
den bezw. vorhergehenden leicht ersichtlich; man 
erhält einfach das Gesetz: 


x 


m () 
l er 
6, NE LA 
und analog: 
m (l) 
(l) —1 \ de 
= ——j n—l 
En: -(h+1) h+1 iz ß; - 
0 Q; 
: . ı 
Da die Faktoren, mit denen ei, BER 0 


en multipliziert werden, für feststehendes 1 dieselben 


sind, nämlich a, S, so lässt sich das obige Gesetz, 


da ja ferner die a, S, unabhängig von den a, und 


P,, also für die Differentiation konstant sind, sofort 
auch auf die Koeffizienten der transformierten Gleichung 
ausdehnen. Man erhält also: 


A: o 
en iin en 
te me) "ion, 


und analog: 


m 
Dan 


een ii 28 da; 





Obige Operation deckt sich nun bis auf den 


h zei - 
unwesentlichen Faktor — —- mit dem aus der Inva- 


h-+1 
riantentheorie bekannten Aronholdschen Prozess. 
Damit bin ich also in der Lage aus einem Koefh- 
zienten alle anderen herzuleiten. Ich werde nun für 
den ersten oder auch letzten Koeffizienten, deren Bau 
offenbar am einfachsten ist, auf einem anderen Wege 
Formeln herleiten und dann vermöge des Aronhold- 
schen Prozesses den Übergang zu den anderen 
Koeffizienten vollziehen. Wenn der erste oder letzte 
Koeffizient dann noch in einer Form erscheint, die 
seine Invarianz direkt erkennen lässt, so ist 
damit auch die Invarianz sämtlicher Koeffizienten 


BR 


sichergestellt, da ja der in Frage kommende Aron- 
holdsche Prozess ein invarianter ist. 
Wir hatten gegen Anfang dieses Abschnitts die 
Transformationsgleichung in der Form geschrieben: 
(m) 


y(X) > OS De +6,x = er ; Da Ale On er On = 0, 


wo die ö, die schon oft erwähnte Bedeutung haben. 


Nehmen wir dazu die Ausgangsgleichung selbst: 
(n) 


= n n—l n—2 
ix) =a,X +a,xX" +8,X 


2 
rer ra, 9% +2, ,%T%, ae 0, 
so ist zunächst klar, dass die Resultante der beiden 
Gleichungen verschwinden muss: 


Roy = 9. 


Diese Resultante ist nun, wie eine einfache 
Überlegung lehrt, nichts anderes als die transformierte 
Gleichung g(y) = 0.) Auch auf diesem Wege 
können wir also zeigen, dass die transformierte 
Gleichung eine ganze, homogene, isobare Funktion 
zunächst der a, und ö,, dann aber auch der a,,a, und 
P, vom Grade m--n und vom Gewichte mn sein muss. 
Die Resultante zweier Gleichungen vom n-ten bezw. 
m-ten Grade lässt sich nun aber nach Sylvester in 
Form einer (m--n)-reihigen Determinante schreiben. 
Wir erhalten demnach die transformierte Gleichung 
in folgender Determinantenform : 





1) Vgl. Gordan a. a. O. p. 165. 


4,9,8, » Ol 
0 3,8 - Veit 
NEE Dale) 
IHRE an 00 
URS e3%,8.60 
(n) DEU OFT ga, 
Eye. 2100.00, RE 
nom ZEN 
000, ER 
DU RN, 
EEE 0.0 
000 Kara 


m—2 m—1 m 

Nun sind die ö,, die in den letzten n Reihen 
der obigen Determinante auftreten, algebraische 
Summen von je zwei Summanden. Die Determinante 
wird sich also in der bekannten Weise als Summe 
von Einzeldeterminanten schreiben lassen, die als 
Elemente nur diese Summanden, also d,y und —a,, ent- 
halten; die ersten m aus den a, gebildeten Reihen 
bleiben dabei unverändert. Man kann auf diesem 
Wege sämtliche Koeffizienten b, der transformierten 
Gleichung herleiten. Ich will mich jedoch dem oben 
skizzierten Gedanken gemäss auf den ersten oder 
letzten dieser Koeffizienten beschränken. Ich führe 
also die a, und ß, anstatt ö, ein und erhalte: 


a) A, ER PER 0 0 
0 A el > 0 0 
0 VERRRNLERT, a, 0 
0 0 2.9: SASZEER a an 
Ey) Se Poyr oe Bye s — 
0 B,y—%, a ae el re ee 0 0 
0 BEE u By, 0 
0 De BE Ta N 0 


Ich zerlege zunächst nach der (m--1)-ten Zeile, 
der ersten, die y enthält, und erhalte so: 


a, Be 0 Ar 
0 De ae 0 0 
TE a, 0 
0 (es EL ah, a, 
2 By B 0 0 
er 0) 1% Ei Dee 0 
ey) DSB Ve ) ) ae 
0 0 A a ee ee 
0 0 An By Ge m—1 P m) Im 


D, soll ebenso wie später D, D,,....D _„ D, die 
obenerwähnten für meine Zwecke unwichtigen Rest- 
determinanten bedeuten. Ich zerlege weiter, jetzt nach 


der (m-+-2)-ten Reihe: 


La NE 0 0 

DIMBEN GI EEN 0 0 

VS h 0 

0 VKNSERTRT A11 n Der) ( 

g(y) Boy By SE En Ne 0 0 a 

IBRIR 0 0 

DEE OEL HA B.y—%, 0 

( ÜBER N ER Dr Ya 


und erhalte, wenn ich so fortfahre, schliesslich nach 
der n-ten Zerlegung: 


Sal ee 0 0 
Nassil au ee 0 0 
(RE I a, 0 
ERDE a Be a a n 
s n—l n SA) 2E 0 
EB Als. De 
0 By Danke et: 0 0 
07, REN EN RL, 
0 ( u WISE Dr ey, 


Obige Determinante enthält nun in den letzten 
n Reihen durchweg y als Faktor, bei den D, hingegen 


ist dies jedesfalls nicht der Fall. Ziehe ich also in 
obiger Determinante y" heraus, so ist diedann bleibende 
Determinante nichts anderes, als der erste Koeffi- 
zient der transformierten Gleichung: 


ee 00 
0 Annie 0 0 
UNO SS a. 0.0 

b, = 0 U nen, een 
3 0 
UN Dr ER eh 
Od B, 0 
0 0 re Me ER RL De Pan 


Hätte man nach der ersten Zerlegung die zweite De- 
terminante, also D, näher ins Auge gefasst, dafür die 
erste vernachlässigt und wäre so fortgefahren, so wäre 
man zu der Formel für den letzten Koeffizienten ge- 
langt: 








RED su Mc: 0 0 
0 RER LER 22 et, 

EEE TR nd 

a DA) a 19, (m) 
Da N 0-0 sv) 

0 Da Bee Esel) 
0 v sr ae oe 0 
EEE EN 0 


— 39 — 


Ein Blick auf die beiden Formeln zeigt uns, 
dass b, nichts anderes ist, als die Resultante von f(x) 
und (x), b, bis auf das Vorzeichen nichts anderes 
als die Resultante von f(x) und z(x):') 


0 

m: = (—1)" ar 

Aus diesen beiden Koeffizienten nun lassen sich 
die übrigen vermöge des wiederholt angewendeten 
Aronholdschen Prozesses auf zweierlei Weise ableiten. 
Da dieser Prozess ein invarianter ist und die Resul- 
tanten R, „und R,, Simultaninvarianten der H(x) und 
ıp(x) bezw. der I) und (x) sind, so folgt, dass diese 
Eigenschaft auch den übrigen Koeffizienten b, zu- 
kommt. Wir erhalten damit den wichtigen Satz: 
Sämtliche Koeffizienten der transformierten 


Gleichung sind Simultaninvarianten des 
(m) (m) (m) 


Systems f(x), y(x), z(x)®); bis auf den Zahlen- 





Taktor . kann man sie bezeiehnen als h-te Ema- 


nanten der Resultante R,,, bezw. R,, 

Ich gehe nun dazu über, A GE Wege des 
Aronholdschen Prozesses die allgemeinen Formeln für 
GieaRoalizientenibsubssch., nen: Dileabees,nh. Ssher- 
zuleiten. Bekanntlich ist die Ableitung der Resul- 
tante nach einem Element ?, oder a, gleich der 
Summe sämtlicher zu den n ?, bezw. a, zugeordneten 
Minoren von R,v. Fasst man nun bei der Summen- 
bildung immer KL zu einer Zeile der P, gehörigen 
Minoren, die ja mit den den 3, entsprechenden a, mul- 


tipliziert erscheinen, zusammen, so folgt. dass sich 
die erste so gebildete Emanante bis auf das Vor- 





l) Vgl. dazu Gordan, Uber die Imvarianz etc., Journ. 
f. Math. 71 p. 165, 166, 
2) Vgl. ebenda p. 125. 


SEEN IE 


zeichen als Summe von n ebenfalls (m--n)-reihigen 
Determinanten schreiben lässt, die sich von der 
Resultantendeterminante dadurch unterscheiden, dass 
in ihnen je eine der n die 3, enthaltenden Reihen 
durch die entsprechende Reihe der a, ersetzt ist. Das 
ganz Analoge gilt natürlich für die Emanante der 
Resultante R,, nach den 5. Um diese Dinge be- 
quemer in Formeln fassen zu können, will ich für die 
(m—-n)-reihigen Determinanten der folgenden (m—+-2n)- 
reihigen Matrix geeignete Bezeichnungen einführen: 


Aa ar RR 0 an) 
VE PER ME 0 NE 
VER RE 0 0 0 
(LT a ee ee a 00 
DEE IR al) 
UEUFDE MOETRER era 
N 0 0 0 
0 ee 0 Dil) 
U A 0 0.0 
0 N) N) EEE A (, 0 Ö 
VAIEN AAN Le) 
EU a ER 
DE ER 0 0.0 
ee 0 (ey) 
VER Pe ES N 0 0:0 
070 DER 025000 
DIA er en De) 
ER ES DERR LT RR De Pi 


Die durch Hinzunahme der r,-ten, r,-ten, r,-ten, 


39 — 





Tr, „ten, r, „ten, r.-ten Zeile der a, sowie .der 


„ten, N; gten, N, zten, Se TH 1, SBEH HT AURICH, 


“ Zeile der 2, zu den m Zeilen der a, entstehende 


RL bezeichne ich mit 


2 = re * a I, r 7 *) nn. 
wo die r,, T,; a aracdie Zahlen 172 Amun=-Ian 


in irgend einer Zweiteilung bedeuten; i gibt dabei 
die Zahl der in der Determinante enthaltenen a, -Reihen, 
n—ıi die der 9,-Reihen an. Da jede der Indexreihen 


(K) (k) 
0, — I, I... .0r), rund 9; Tun Ya 


Y,_„ 7, durch die andere bedingt ist, so kann ich 
mich mit der Angabe einer einzigen begnügen. Ich 


erhalte bei dieser Bezeichnung: 


— (4, Bo) Bor) — ee _- (u Pa) —( Basar, 


oder: 


und analog: 
b "Z(a,0, ß,) 


die Summe zu erstrecken über die i von 1 bis n. 
(reht man in dieser Weise weiter, d. h. differenziert 
man wieder nach den 5, bezw. a, multipliziert 
mit den entsprechenden a, bezw. 8, und ordnet schliess- 
lich bei der Summierung in der oben angegebenen 
Weise, so erhält man, wenn man den Zahlenfaktor 
berücksichtigt, zunächst für die folgenden Emananten 
die Ausdrücke: 


b, on I(e ek 


wo die Summe zu erstrecken ist über alle Kombina- 
tonen der Zahlen 1, 2,8, 272 en-2,n—1l,n zu 
je zwei ohne Wiederholung. Die Anzahl der in b, 


3* 
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enthaltenen Determinanten beträgt demgemäss (2)- 
Analog erhält man: 


—_ Nee) 5 
En Be, nu Z(ao, Bu); 


0. es) og io) 
für die zu ,i der 3 bezw. a gehörigen Indexreihen 
der a bezw. ß. Man kann so weiter fortfahren und 
erhält schliesslich, wenn man beachtet, dass die Zah- 


lenfaktoren sich stets fortheben: 


sind. hier wieder Abkürzungen 


h N € 
(=) b, = ale 0... a), Bo 6 ie, 0-9) 
D 
die Summe genommen über die Kombinationen der 
Zahlen 1, 2, 3,....n-—2, n—l, n zu je h ohne 


Wiederholung. Die Anzahl der Summanden beträgt 
h): Analog wird: 


n—h % 2 : 

Der o— (—1) Zlesk 1% ante i(h—2), (1), P, 1 ER i(h—2). ‚n-).- 
Damit sind sämtliche Koeffizienten der trans- 
formierten Gleichung in der einfachsten Weise durch 
die Determinanten (a, , Po, ausgedrückt. 

Bevor ich weitergehe, möchte ich zur Erläute- 
rung der vorstehenden Entwickelungen einige einfache 
Beispiele folgen lassen: 

17berenleken, une 
(2) f 
: ix) ra Fax, al: 
Obige Ausgangsgleichung habe die Wurzeln x, und 
x;,, So dass 
EAU —E N Al 
Die Transformation lautet: 


” 
Be 3 
yp(x) 
(2) 2 
x) = x tax+a, und 
(2) x 
VR)E PR HP RrPE 


Es wird: eo 











i(y) = ” ) oder 
A pi 2 X) 1X3) 
ern ed) > A 


oder nach Multiplikation mit dem gemeinsamen 
Nenner: 

YRPRDIET) = (VRR) VRR) ) = 0. 
Da nun ayp(X )P(X,) —= R,,, ist, so erhalten wir, wenn 
wir setzen: 

es) = HR, EM; 
schliesslich : 
(2) e | 
ey) = a (SUR) AR) U) = I, 


(2) 3 
e(y) = Dos b wc; — (, 


Jetzt setzt man: 


Bo Co Er 0, 
Pıy—0, 7e7 Ö, 
BEN Os dh. 


Es wird dann: 

& \ 

Pe 20,2 LO, 
(2) 
y(x) = 0 ist dann wieder die Transformationsglei- 
chung. Wir erhalten also nunmehr: 

g(y) = a. (0,x]+0,x,40,) (Ö,x,-+0,x,+0,) —Hih 
Da u) —- () — 6, so erhalten wir nach der Ent- 
wickelung des obigen Produktes: 
AO Ah NT a a ee a Be al 

wo, wie man sich erinnern wird, 
| A = (110), 38, 
Die Indexreihen P, werden hier: 


1 2 
R=® PB=u 
R=2 PBR=-2 


38 — 





und demgemäss sind die (116): 





(II), = 6, (II6), — 6,6) 
(LO) 2.070, (UI), = 0, 
(ITö), = 6,6, LIONS 038 
Die symmetrischen Funktionen S, werden: 
Sa 27, Sen 8 
SE Se ee 
A Seel} 


Drückt man diese =: wirklich durch die Koeffizienten 
der Ausgangsgleichung aus, so erhält man für die 


T, Er. a, S 
a, Sn = an, a, De ned 
a, Del 28 Fan, a.8, — 33, 
; 5 ER Eh 2,8, = a, 
Nun ist: | 
6 A Bat 


Ö,, Ö, 2: Po By —B, at, a,)y ray0, 
| Ö, Ö, — pP ) By —(B 2 +P, Q)y+ 0,0, 


2 2.2 } 2 
Ö, == EN —2P, 0,y+0, 
2 
, Ö, E) PB Bey hr Q,) Y% Q,% 
BR Re Re 


2 2 g ‘ 2 
a Po —% = Poß,t (—2a, auta)Poßst 
2 2 02 
7% au, a aß, P,+a, P, 
92, Be ‘ 2. 
= 2a, B, a a,(P, tr, a) “ie (—2a, a,+2,) (3, ut %)+ 
2 
+2a, aß, Barehe au, +p, 0,)+28, B, rg 
209 1 2 
— 3,0, 4,2, 0,0 +(—23,4,+3,)0,0,+ 


2 Zee) 
Det, 4,0, — 2, 2,0, a. 3,0, 


3I — 


Die drei Koeffizienten sind also tatsächlich homogene 
ganze Funktionen vom Grade 4 und vom Gewichte 4. 
Der erste und letzte Koeflizient sind R, , bezw. R, ,. 











2 nn 
% : E NV ) 
Wendet man die Operation 20 auf b, an, so 
04 20 
ergibt sich: 
Ob 
= 0 c c 2 
ur — 2a, | ee 23,3,64,)D, 
08 s - 
U) 
Oby,. 9 3 a 
Fr Te — 2,2, 9,+22,2,\ to 
21 
ob 
0 2 2 
2,37 BR 3 
OB, == (2a,a,+a,)P, a,a,9,+22, 8, 


Nach Ma eauen mit a, a, resp. und Addition 


An 
folgt in der Tat: 
& ob 
0,08, 


Wendet man die obige Operation nochmals, jetzt auf b, 
an, so wird nunmehr: 








ob 
1 9 2 
ne ee a nt —2a,a,+2] 
03 2 1%1 dl, 
0 
Ob, 
: — — PAAR Ad 
33 4,4, 4,17 =4,4,0,— A, A,0, 
21 
Ob | 
3i .. 2 9 2 
= (—2a,a,+a, )a,—a,a,a, +22, q, 
Y2 
und schlesslich: 
Bro 
RN a ge —b 
2 Fr J 08, 2. 


Bezeichnet man die Diskriminante von f(x) mit 
D,, die von x(x) mit D, und die von «p(x) mit Di, 
ferner die bilineare Simultaninvariante von f(x) und 
x(x) mit B, ,, die von I(x) und (x) mit B, „, endlich 


die von y(x) und p(x) mit B,,, so sieht man, dass 


Zi 


Sa 


sich die Koeffizienten der transformierten Gleichung in 
folgender Weise durch die Invarianten des vollen Systems 
der drei Konnen f(x), z(x) und ıp(x) ausdrücken lassen: 











— > 
b, a t, y —D; 167 
ne b = 2(B, Y —D, B, 1) 
D, — BE dei in, 
wo also: 
9 
| a? 2.4 
ID} = 24,2, 3 B,, = a Baal 5 
2 
' a] a2, 
Dr — 20, 5 B, = a,ß,ta, B— 2 
72 
9 a B, 
Be‘ ur — . 
Di. —e 20,8; 3 By ne oP tr 


Wir können nun anderseits die en 
Gleichung schreiben als Resultante der beiden Formen 
(2) 


> 2 
IX) = X +ax+a, 








und Be 66% +6, x 6, 
also in der Form: 
a,2, 2,0 
@) 0aaa 
&(y) >= R;,, -— 168.060. hl 
0 0,0, 6, 
oder für ö,, 6,, 6, ihre Werte eingesetzt: 
a, a, a, 0 
0 Dr a, a, 


D,3—0, P, y—4, BeN=l 0 u 

0 Dover, ß, Ir P, 4, 
Ich zerlege zunächst nach der dritten Zeile: 
a, a, a, 0 
0 DNS SHE a, 


= ey By Bey 04,177 
0 Boy B,y—@, B,y—0, 

















a, a, A, (0) | 
4 0 a, er d, ek 
Zr On SE re 0 = 
0 Py—% P 5 P Als)? 


und wenn ich nochmals beide Determinanten, diesmal 
nach der letzten Reihe, zerlege und zugleich die 
Potenzen von y und die negativen Zeichen vor die 
Determinante ziehe, so erhalte ich tatsächlich als 
transformierte Gleichung: 

















2,4, 3,0 | Das u: 
0a, a, a, a, 8, 8, a, 2, 8, 
=y|9,8,80|771 4001 +|8,8,8,0 | 
0 BR, By | Ve un 0 Od, 
a,a, a, 0 
0 a, a, % 


| — () 
AR 0,0, U 


0 Ga 








übereinstimmend mit unseren allgemeinen Formeln. 
Zur Veranschaulichung des Aronholdschen Prozesses 
diene folgende Rechnung: 





























2,8 0 | a, 2, a, 0 
ob, 0 2,2, a, 0 2,2, 8, 
" od 0007|, il 
Me IE 
A, 2%, 2, 0 a, &, a, 0 
je Ob, a Ta an, Uun.ara, 
ae Kar: aC BE a A A 
RED, 00a 
a, a, a, 0 a, 8,8, 0 
ob, 0 4,2%, 0 a,a,a, 
ER — : 
258, 000,0|T778,8,8,0 
0 BB Pr 000, 

Zieht man jetzt beim Addieren die vertikal unter- 


ee 


einanderstehenden Determinanten zusammen, so ergibt 
sich in der Tat: 














a, 2, 8, 0 a,a, a, 
aaa y a, 4, 3, 
u ed se | 0) 
aa0,0|T 0 
0 BoD, 0:0, 0,0, 
. . . . F ob, 
Man sieht leicht, dass die Operation "=@, das 


Be op, 


Negative des letzten Koeffizienten b, doppelt ergibt: 
































a, a, 0 a, 3 a, 0 
ans 0 2% [0 a, a, &, 
oß, et! (, 0 0 0 
0,00] Oval, 
| a, a, 3, 0° 'a,a, a, 0 
ob, U aaa Korn 
Era in | 0,.dld Oilia 070020, 
DAUER 0 0,0 ®, 
a,a, a, 0 | |a,a, a, 0 
ob, 0:2, a, 2,r. 0ra,aı 8% 
a, 1) O 100 
000m 0 002.05 
Summiert man in der obigen Weise, so wird: 
x 1a, &, &, 0 | 
No EN a, 
0 op, he 0 
| 0 0,0% 
und deshalb: 
a, 8%, 0 
ee 0.2, 2 
2 (00,0 
UBER 0, 








Man kann die Koeffizienten b,, DR b, dureh die 
Determinanten folgender Matrix ausdrücken: 


Be 


ae 
(ea ee, | 


G, 0, 0, 0 


EU ET 0 
IB, 3, 0 
0° N °F 


Dr = (0_, Pi?) 
a b, = ((@,, PB) + (,, P)) 
b, = (Q, 5: P_) 

Die wagerechten Striche bei b, und b, sollen 
andeuten, dass bei der Bildung der betreffenden De- 
terminante keine der a,- bezw. P,-Reihen beteiligt ist. 

Im folgenden will ich noch kurz den Fall einer 
Gleiehung fünften Grades und einer quadrati- 
schen Transformation behandeln. Es sollen nur die 
wichtigsten Gleichungen berücksichtigt werden. 

Zara repLelr 1239, mE—.2 

1x) — a x’ +a,x +8,x°ta,x’+2,x+a, == 


5 











f(x) = 8,12 (xx) = 0 
Tr 
1.) 
RTL 
ee (2) 
vR) 
(2) 


Ge —= x ta,xta, 
yx) = B x +B,x+B; 
y) — (X +öx+6, — 0 
ey) re +b,x°+b,x+tb, — 0 


EN R, Is vl ag! D5 Ku +6,xX 46, — 0 Zwenn 
N 


a 


17} 
_ 


ey) = :24, da PP)=() 2. 


Es werden nun hier die Indexreihen 1 


= 00000 ZH 
le? IA un! 
De == .000]2 P2 ==.00022 
Be = P, = 00112 
Dan 001 22 Pos 0222 
Ei LE RN 
Kemer), Du, 01222 
EB = 02222 a! 
PR = 111124 pP „=111122 
Pijee=111222 pP = 12222 
22222 
demgemäss würden die (1Jö), werden: 
(Pay 0: (IT). = 6, 6, 
Kine =uson (110), —.d, 6, 
3 309 
(116), = 6, 6,9, (LIO)E 0,20, 
En EN Ta er a a N x 
Die symmetrischen Funktionen würden sein: 
u es = 5. . = Be > S = % 5; 
Rees ne = 2 5 I, = > ; = Sr 
D, = Dr = iR DS, Dr :® x 
EI T TB a EEE RE 


Als Resultante würde die transformierte Gleichung in 
der Form erscheinen: 


a, a, a, a, a, a, 0 
M Eu Bi A) os u a, 
Boy, P,y-a, B,y—0, 0 0 0 0 
Een) 0. Ehe ra ey ) 
el By a0, D.yeQ aD, a) 0 
0 0 0 P 0% P ı Bey 0, 0 
0 0 0 0 P 07% P 122,04 P 2) Rs 


\ 


oder ausgedrückt durch die Determinanten folgender 
Matrix: 


A  LERG AU, 
Deals) 
ei de al 
EUER 
o(y) = bx°+b x" b,x°+b,x+b,x+b, NO 
b, = (0_; Bn545) 
'—b, = (4; Pass) + (> Pısss)+ (8 Paas)+ 
+(% Pass) +(% 1284) 
I (%o Pa) + (3 Pu)+ (ur By35) + 
+(01 5: Pas )+(4y 3; Piss)+% 4? Pi35)+ 
+ 5 Ps )+(% 4 Pa5s)+(4z 5) Pa)+ 
+(0, 55.125) | 
ar — (0,95: en Een Ps usluerz P,,)+ 
Ha Pa )H 35 Pr das: Prs)+ 
+ ya Se) +2 355 P, +45 P, 3)+ 
+(4, 453 Pi) 
b, = (Go B)+ (ass P)+lkıaası P)+ 
+ 345 P)H(% 345, Pi) 
b, = (9345 PL) 
Diese beiden Beispiele mögen genügen, die oben 
entwickelten Formeln zu veranschaulichen. 
Wir sind also jetzt imstande, eine algebraische 


ARE 


(Gleichung von beliebighohem Grade durch jede beliebige 
rationale Transformation zu transformieren und die 
transformierte Gleichung explieite hinzuschreiben. Sind 
Zähler und Nenner der Transformation von ungleichem 
(srade, so treten die oben erwähnten Vereinfachungen 
ein, die aber, wie man jetzt leicht einsieht, eine un- 
schöne Unsymmetrie hineintragen. Transformiert man 
beispielsweise eine Gleichung dritten Grades: 


(8) 
r ——— „3 „2 —=—— 
1X) =,8,% 53,%72,X 4,0 0 
durch die Transformation 








a) 
A ae wo 
(x) 
a) (2) 
iR) = QXtG,, yK) = Port PıRt Pe 


so werden die Koeffizienten der transformierten Glei- 
chung sich darstellen durch die Determinante 
folgender Matrix: 








Dana, U 
0.2, a, 2, 8, 
Era 0 
(rose) 
VERLIN A 
RB, 0 0 
0 BR, B, 0 
00 B, 


wo dann die Determinante («a P_), also der ne- 


123 

gative letzte Koeffizient sich zu einer vierreihigen 

Determinante, multipliziert mit a, zusammenzieht. 

a, a, d, a, 

a,a,0 0 

3 0 o hX 
Oisa, a0 


060 a, 








MA. 


Nachdem somit die Aufstellung der trans- 
formierten Gleichung geglückt ist, handelt es sich 
nunmehr darum, die umgekehrte Beziehung aufzu- 
finden, vermöge der sich die neu eingeführte Variable 
y wieder durch die Variable x der Ausgangsgleichung 
ersetzen lässt. Bei der eingangs dieses Paragraphen 
gemachten Voraussetzung lässt sich die einzige 


gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen: 
(n) 


I alas I.) las la tal 


(n) 

a a ee a en 
rational durch die Koeffizienten dieser beiden 
Gleichungen ausdrücken. Wenn wir haben:!) 











A BEE U) 
EA De Eu) 0 0 
DEURS ee. (WEE0N 0 
a 
00 
Org, ur Se 
DaUED> SA 
Da N 
so sind bekanntlich die Potenzen der gemeinsamen 


EG 
Wurzel x von x"*""! pisx° proportional den suk- 


zessiven Minoren einer Reihe der Resultante. Es 
wird sich also x darstellen lassen als Quotient 
zweier aufeinanderfolgenden Minoren einer 
Reihe von R, „. Wir würden also erhalten: 





1) Vgl. dazu Gordan, 2.2. 0. 


EBUR a 


_ 9 

am)’ 
wo p(y) und q(y) ganze Funktionen von y be- 
deuten, deren Grad, je nach der Wahl der Reihe 


von R,,, n oder n—-l beträgt, während die Dimen- 
SON HNLAÄEN sag a urn ag Bi on 
ist. Doch wäre dies nicht die einfachste Dar- 


stellung. Man kann nämlich die sukzessiven Potenzen 
der gemeinsamen Wurzel auch proportional setzen 
den Determinanten einer Matrix, :die man erhält, 
wenn man in den Determinantenausdruck für die 
Resultante R, „, entweder sowohl die erste Reihe der a, 
als auch die erste der ö, oder die letzte Reihe der a, 
und die letzte der‘ ö,, sowie in beiden Fällen die dann 
entstehende, nur Nullen enthaltende Kolonne unter- 
drückt.) Die Matrix, die also m+n—2 Zeilen und 
m-+n—1 Kolonnen enthält, hat folgende Gestalt: 





1) Dies folgt aus 


vesters. 





Een 0 SELDaIE 
0 EN Re: 0 NE 
VE 0° 0.0, 
0 0 0 Er, Ara a, 
N O0 
u: OO WON EN 
EB; Ole urkento, 0.00 
W 0 0 a m—2 "m—l m 





der sog. dialytischen Methode Syl- 


a 


wo aber, wie gesagt, jetzt nur noch m—1 Zeilen, die 
die a, enthalten, und nur n—1 die ö, enthaltende 
Zeilen vorhanden sind. DBezeichne ich nunmehr 
die zur k-ten Kolonne gehörige Determinante samt 
ihren Vorzeichen mit (ö),, so erhalte ich: 

x 
er 

(dr k=1,2,....m+n—3, m+n—2). 

Als Funktionen von y und der a, gedacht sind 
die (ö), durchweg vom Grade n—1 bezw. m—1l. Die 
Entwiekelung der (6), nach Potenzen von y kann 


analog dem weiter oben durchgeführten Verfahren 
erfolgen. Setzt man 





Ei ' 
Any e 
a end: 
ee q.(y) 
PYW=py° +By" +... +Pp, sytp, , und 
0) n— n—2 
ANEU HN + 
os Kann man die Koeliwienten. p.. Di? - :. - Dr 


Pe eco Qresın,lolgender. Weise 
allgemein darstellen. Ich stelle wieder die Matrix auf: 





Base. 0 N 
Mugakala are: 0 0 0 
la Kan: Si 0 (0 
ÜBUFÜEINS N Er tar 
PTR OR EEE 0 De) 
UNO ao er 0 DEa 
Dulsaree rt 0 I 
SIE U De a LE 





B,-Baßisere sun & 0. 
OB ee Ok: ‚0.490 
DD ee Bl 
STAU Se, Pu De DR 


Die Matrix enthält m—1 Reihen der a, n—1 solche 
der a, und ebenfalls n—1 Reihen der 3. Bezeichne 
ich nun wieder, ganz wie oben, die (m+n—2)-reihigen 
in ihr enthaltenen Determinanten gemäss der Ord- 
nungszahl der in ihnen enthaltenen Reihen der a, 
und 8, und der Ordnungszahl k der fortgelassenen 


Kolonne mit («a | wo 
( F4, 7 + .u dj r;? Da MD 000. In en 


k gleichzeitig das zugehörige Vorzeichen mit an- 
deuten möge, so wird: 


h nr | 
(1) Ph Pi 2 ( EU al ”, 37T —l) Bo i 2), 1) ur 


FRE Et 


y 


, h 
und rer In BR xlas, ie 2 MD; Poga j(h—2), ee 


wo die Summen wieder die bei der Darstellung 
der Koeffizienten der - transformierten Gleichung 
angegebene Bedeutung haben. Ähnlich liessen sich 
für pP, „., und q, „ , die ganz analogen Formeln 
aufstellen: 


P} 


(n—h1) N 
(—1) Pan=ilı it... 2, any 


Pe) 


er 
und (—1) Mn (a Ro a in—2), 1) ) DEE ee) ey) 


Kehren wir zu unserem ersten Beispiel zurück, so 
würde sich ergeben: 
‚= BytPı 
9Y+4 


5l — 





und: Pur la), 
Kıazı (0, ; Bar), 
ne (a_, P, he 


4, = (a Pens 
wo k = 1 oder 2 sein kann und die (,,; Po3) aus 
S < 


der Matrix genommen sind: 


Es wird also entweder: 




















2] A, 2], 
B1 Bo er az 
x az 7 — 
2025 2,29 
0% Sao 
Boßs Ayltg 
a2, 29% 
BoBa un Agl9 
oder” * xe.- en 
| 
Boßı God 








Bei unserem zweiten Beispiel wird die fragliche 
Matrix: 
4,3, 9,9, 8,8, 
0,00 0.0 
0 a,a, 0,0 OÖ 
0 0 a,a, a,0 
0.00 0,00, 
88,80 0 0 
0 858,8,0 0 
0.08,9,8,0 
000 PoPıßz 


4* 


ORT; Be! 


Es wird: Po y+p, yıp zur PSY FB 
Sat 4 3 3 u 
ya dry "2999 7208 yerd, 
Po = (u Bi; 4% 
—Pp, = (9: Past (933 Ps t (Ur Arad t (%: Pi23)k 
BP. = (% 2 Pt (as: Peduit la Bes)uet( sn Bi 4)k 
+ 4 Prs)ut (0345 Pıo)i 

—Pz = (as: P)ut(e 24) Blut (134 Po) t (234 P)i 
pP, = (Gosıı Pe NEBEN 
Die 9» 4, Io 4%» 9, Sind ebenso gebildet, nur 
dass der Index, der die fehlende Kolonne andeutet, 
nicht k, sondern k+l ist. Da sich jede rationale 
Funktion von y, als Wurzel der Gleichung g(y) = 0 
genommen, darstellen lässt als ganze Funktion vom 
(srade n—1, so könnte man den Ausdruck für x auch 

in die Form bringen: 

a, n—1 n—2 
x hiyje cn ya stheyaaı lo me ee 

doch erscheint die rationale Form für viele 
Zwecke vorteilhafter zu sein. Von der Matrix 
ausgehend: 








A‘ 
DIEDabrn 0 0 (en 

Ma de U UBER 
N) 0 0 = De n—1 b, 
9 Yı 9a 0 0 y 
(0 Go gq, (0 () (0 
LEER 0 0 0 

0 0 ( 5 An-3 ar en 
000 a ae 5 a 





ERBE 


würde man die Koeffizienten h, durch die zu den 
Reihen der q, gehörigen Determinanten ausdrücken 
können, wobei die zur Reihe der p, gehörige Deter- 
minante durchweg als Nenner erscheint!). Es wird, 
wenn man für die Determinanten der Matrix die 
weiter oben angegebene Bezeichnung wählt: 





Mer andı De 


Es sei hier noch bemerkt, dass, wenn man von 
der transformierten Gleichung g(y) = 0 ausgeht und 


p(y) 


nunmehr x = an) als rationale Transformation an- 
Gy 


sieht, man nach Ausführung der Transformation bis 
auf einen Faktor die Ausgangsgleichung wiedererhalten 
muss. Man kann auf diesem Wege zu Identitäten 
zwischen den Minoren der (m--2n)-reihigen Matrix 
gelangen, die indes für die vorliegenden Fragen nicht 
wesentlich sind. 

Über den Fall, dass bei der Transformation 
von den y, k gleich werden, soll hier nur erwähnt 
werden, dass dann neben R, „noch gewisse (m+n—2)- 
reihige Minoren verschwinden. Ausserdem lässt sich 
dann x nicht mehr rational durch y ausdrücken, 
sondern man bekommt zu seiner Bestimmung eine 
Gleichung vom Grade k. Ein derartiger Fall wird 
zum Beispiel eintreten, wenn f(x) = 0 reduzibel ist 
und die neue Variable eine rationale Funktion des 
einen Faktors, der den Grad k hat, wird. 

Um die Invarianz der Koeffizienten der trans- 
formierten Gleichung noch deutlicher hervortreten 
zu lassen, soll im folgenden kurz ihre Darstellung 
durch Wurzeldifferenzen gegeben werden. 





1) Sie ist gleich Roq und verschwindet natürlich nicht. 


Sea 
Wir hatten ee 
I) = 2] 


und schreiben analog: 
(m) 


X) = == 11x) 


m 


und Fr: Bi G)- 


Ausserdem Dec wir die Differenzen: 
BrRSE Ser 
She mp LE 

| und X, a Sr S Nn.% ; a 
Wir hatten nun die transformierte Gleichung 


in der Form angesetzt: 
(n) n (m) (m) 


= (ay—a)) = 0 


und = bytbiy 4... HB, y4b,— 0. 
Wir erhalten nun, wenn wir das obenstehende 
Produkt entwickeln, sofort: 


ren lu, 
und analog: 


b.= ade 11 @). 





ferner: 
x(z.) 
em et 
DR Ab) 
b, = Ib, Ar) 
RX) 


und allgemein: 
ER nn) ya)... 7) 
I  ) 
wo die Summe in der schon oft erwähnten Weise zu 
erstrecken ist über die Kombinationen der Indices 





BB 
i,i/,.... 99 ;0D die von 1 bis n laufen, ohne 
Wiederholung zur h-ten Klasse. Eine analoge Forme! 
gilt auch hier wieder für buy: Wenn wir jetzt die 
Wurzeldifferenzen &,, und n,, einführen, so gelangen 
wir zu folgenden An sdricken: 
NzEnt 


b, — a, Ihn, 
181 


und analog: 


- -Varazlllle,. 


Gehen wir weiter, so erhalten wir: 


n—1) rn 
b, = ag E '«2ells il x] Nix 
% 1 6G=) 
is n—1) m 
et) 
a ll l a Alkier 
ui 
und allgemein erhält man: 
i(h-1),n ı(n—1l) nm 
= a2, en, 
(Ch) ı 


Die Reihe der Indices m ren Ban Terz 
bedeutet dabei die von der Reihe der Zahlen 1,2.... 
n—l, n nach Verwendung der i, / 

79 07V noch tibrigbleibenden n—2. Die Summen 
erstrecken sich wieder auf die genannten Index- 
kombinationen. Es wird zweckmässig sein, sich die 


obigen Produkte an unsern beiden Beispielen zu ver- 


I 


anschaulichen. Im Falln = 2, m = 2 haben wir: 
@) 
IP 
(2) 
x) = a, &$5,) (&5,) 
2) 


u) =, a) 


Bayer 


Die Differenzen werden: 
IL re 
% 75, 7.81 X] 5 u 17 
u ee 
1 DIE X Ten 
2 ee r Bee 
Ks ig Kg — Mon 


Es ist ferner: 


” 
ei; 

I 

& 


2(y) = a2 (VOR) VOR) —R)) = 0. 
Es wird demnach zunächst: 
b, — al )R,) 
= VRR FURL) ) 
b, =18,2(&,)2&) 


| 


und weiterhin: 


2 9» 
= hMıMe Na 1 a2 
2 
De SET TR) 
2 2 
b, — 2, %, E11 812 &21 22 


oder wirklich ausgeschrieben: 


b, = a, P i NE N) 


= RR) 
2 2 = = pe 
b, = a, REN ER EN REF). 


Da das Beispiel n=5, m = 2 viel Raum erfordern 
würde, bringe ich hier nur die Schlussformeln: 


SB 

b, = a Bo MM 2 Ne Ne NN NN 

= a Paper Era Mao NN NN Net 
+NıMa&%ı Balz ı Na at 
+MmıMaNgı "a2 &ı gg Mı MoNsılaat 
+mıMonsıNaoNnzı a2 &ı aaNsı9sat 


+nN1MonsıNeoNzı Na Nsı ua &ı ad 


b, = 255 ae, E 12 &%ı a 

81 &12Ngı aa &ı &ayı MaNsı 

81 &12 Mo ı NaaNsı a2 &ıı aı 
är &1 &1osı Na2"31 Nsolsı NyaE Du eu 
TMıNı2 &ı aa &ı 2 Mı ası 

rm Ma 81 &22N; 1 32 &1 E42 51 
mM &ı az ı NzoNyı Nya &ı &: 

TMıNMıoNgı go &ı &2 &ı y2sı 
FM Malgı Mag &ı &3oansı ua &ı 
m Mans NaaNz1ıNz2 &rı 2 &ı &2 

BTL TEG IE LE na Fu a The 
Die drei noch fehlenden Koeffizienten lassen sich 
durch symmetrische Vertauschungen leicht erhalten. 
Man sieht aus den obigen allgemeinen Formeln 
die Invarianz der Koeffizienten direkt ein. Sie 
sind sämtlich symmetrische Funktionen der Wurzel- 
differenzen, in deren Ausdruck jede Wurzel in gleicher 
Vielfachheit auftritt. Auch auf diesem Wege gelangt 
man also zu dem Resultat, dass bis auf das Vor- 
zeichen der erste und letzte Koeffizient der trans- 
formierten Gleichung mit den beiden Resultanten 
R,,, bezw. R,, identisch sind. Auch hier stellt sich 


> >= nz 
2 % 


15 


N52 
N; 


Dr oa 
D DD ne 


an EUR 


& 
D 


[>11 


der Koeffizient b, dar als Summe von (1) Termen; 
selbstverständlich ist diese Zerlegung mit der weiter 


oben enthaltenen Zerlegung in die („) Determinan- 
ten (a,a, P,8) nicht identisch. | 


$ 2. Die ganze Transformation algebraischer 
Gleichungen. 

Wie schon wiederholt bemerkt wurde, hat man, 
wenn Zähler und Nenner der im vorigen Abschnitte 
behandelten rationalen Transformation nicht von dem- 
selben Grade sind, in den allgemeinen Ausdrücken 
für die Koeffizienten der transformierten “Gleichung 


gewisse Transformationskoeffizienten gleich Null zu 
setzen, um auch für diesen unsymmetrischen Fall 
gültige Formeln zu erhalten. Der hervorragendste 
Spezialfall dieser Art ist natürlich der, dass 
der Nenner vom(Grade 0 wird, also die Variable 
der Ausgangsgleichung überhaupt nicht mehr enthält. 
Die Transformation reduziert sich damit auf eine 
ganze Transformation und man hat, um die Aus- 
drücke für die Koeffizienten b, zu finden, einfach in 
den allgemeinen Formeln die Transformationskoefh- 
zienten in der folgenden Weise zu spezialisieren: 


ll A ee u u aa ai I 
pn! 


Die letzte Gleichung ist hier der Bequemlichkeit 
halber hinzugenommen. Man könnte allerdings bei 
Anwendung der im vorigen Abschnitte benutzten 
Methoden vollkommen selbständig zu der transfor- 
mierten Gleichung gelangen, doch liegt die Auf- 
fassung der ganzen Transformation als Spezialfall der 
allgemeinen rationalen näher, umsomehr als sich der 
Zusammenhang zwischen den einzelnen Koeffizienten b, 
auf direktem Wege nur schwer erkennen lässt. 

Die (m+2n)-reihige Matrix schreibt sich nach Ein- 
führung der oben festgesetzten Spezialisierungen: 





AND A zT) 
Uran ar a 0 al) 
UHDERSI REEL. 0 (ri) 
0 0 0 ö An ee a 
di, 0, 0 Dis 
Dina, ,.0a 0 0 
00 0, 0 0,0 





Be 


INTER EURE RR 
000 1 

ISORUGTE I: 1 (ee) 
EDER 0 1a) 
VAURIETER 0 Ol 








Es ist leicht einzusehen, dass man statt von 
obiger Matrix einfacher von der folgenden ausgehen 
kann: 





3,2 a a) u Oi) 
BEE N 
VAT (nz 
0 0 0 rer des ER a, 
RE 0 0 0 
ER De 
Unser. 
DEIEUNSREN. IN 





Die Koeffizienten b, werden sich dann offenbar 
ausdrücken lassen durch die zu den n Reihen der «, 
gehörigen Diagonalminoren d. h. durch die Minoren, 
die zu den Elementen a, der Hauptdiagonale der 
Matrix, die nichts anderes als eine Resultante ist, ge- 
hören. Bezeiehnet man ‘den durch Fortlassung der 


. . . 5 . h—2 » h—1 
sich in dem i-ten, i-ten, .... i®”®.ten, if””.ten Ele- 


SU cHe 


mente a  schneidenden h Zeilen und h Kolonnen 
entstehenden Diagonalminor mit M; ;,....;n-2) ;n-1, 
so lassen sich die Koeffizienten der transformierten 
Gleichung in der folgenden einfachen Weise schreiben: 


b, = CI), MI 
—, „=-D’ZM, 
bir, = DOM 


und allgemein: 


-t (n—hıyıy 
De 75 (—L) 2 M; e 17: er i(h—3), in—2), i(h—1) » 


wo die Summen wieder die bekannten Kombinations- 
summen sind. M ist mit der Hauptdeterminante 
von m+n Reihen identisch. Bezeichne ich die ganze 


Transformation in folgender Weise: 
(m) 1 


Vo la) u a +4, 1X+4, 
so ist es zunächst klar, dass M_ , wie schon erwähnt, 
identisch ist mit R, ,. Wir hatten nun im vorigen Para- 
graphen die Formel entwickelt: 


EUR, 
Den h+l Bo: Rs 
J 





Da nun in dem vorliegenden Falle alle P, bis 
auf ? , das gleich 1 wird, verschwinden, so reduziert 
sich obenstehende Formel auf: 

neo 
b — u 
n—(h+1) h+l oa 





Setzt man für b,_„ wieder seinen Ausdruck durch 


Den ein und fährt so weiter fort, so erhält man 


schliesslich alles durch den letzten Koeffizienten b, 
ausgedrückt: 





RES da} ? 


und wenn man bedenkt, dass der letzte Koeffizient 


— bl — 


bis aut das Vorzeichen mit R,„ übereinstimmt, so 
erhält man das einfache Resultat 

2 ER, 
je “ dal, 
Man hat damit den Satz: Transformiert man eine 
algebraische Gleichung durch eine ganze Transfor- 
mation, so werden die Koeffizienten der transformierten 
Gleichung bis auf einen Zahlenfaktor dargestellt durch 
die sukzessiven Ableitungen der Resultante von Aus- 
gangsgleichung und Transformationsausdruck ge- 
nommen nach dem letzten!) Transformationskoeffi- 
zienten. Die transformierte Gleichung erscheint also 
in der Form: | 


b 





(n) In 1 (n—i) O'Ry,gy 
Ni 7 = 
0 


m 


oder ausgeschrieben: 














Sn 27 
ED = ne Om J au Rp ni} —.... 
2 On (m—)! Oft 
An 262 n 1 
ahnt en, Mehugel 
ta on = 1(--]jR,, 0 
ze SEN a re 


Will man also die Koeffizienten der trans- 
formierten Gleichung in expliziter Form haben, so 
hat man nur die Resultante R,, explizite hinzu- 
schreiben und n-mal nach «a, zu differenzieren. Die 
sukzessiven Ableitungen geben dann, wenn sie noch 
mit dem entsprechenden Zahlenfaktor multipliziert 
werden, direkt die Koeffizienten b. Speziell sind die 
Bedingungen, dass der r.-te-, r.-te-,....T, „te, 
r.-te Koeffizient der transformierten Gleichung 
verschwinden, einfach: 





1) Vgl. hierzu W. Fr.Meyer, Invariantentheorie, Enzy- 
klopädie der Mathematischen Wissenschaften, I B. 2 Nr. 8, 
p- 352, die sog. Residuentheorie. 


nt n—r n—T]__ n—T 
ERIC RE GE Re 


pl n,0n \ D—r11 nr 
0a 1 0a O3 dag! 








en 


m 
Haben wir z. B. eine Gleichung dritten Grades zu 
transformieren durch eine ganze quadratische Trans- 
formation, also: 


(3) 
SAN 3 2 
tx) = a,X +a,X +3,x+4, = 0 








a ar Fax ta, 
so wird die $-reihige Matrix: 
2, 9.458, 0 
0 AN es as 
NEN 
0 ds 0, 0340 
0 0 dt, 
ES ER IE LINE 
a Er I 
VTOEOSENT NT 
und wir erhalten: 
a, & % a, 0 
War. as ke, 
= OO I ON er 
DD & 
Dre 
Re) Ba ae) ONREBER, 
Or, a8, 8, EEE VE NE Fra ae 
= IR OS ID I EBEN EBSL) SRR Eee OR ze PER LEE U 
DL ha {9} ld 04,00 
VER ler ERS ZN Gala 
a, a 3, a, &, 8, a, a, 0 
HM 3,8, | Klaren ln 
|% 00: DEEOE GES OT 


= (a, —28,3,)0,—2, 2,0, +38, U, 





a, a, A, a, a a, A, a, 0 a, a, a, A, 
0 2, a, %, a, 0 2, 2, % &, 0 2,2% 8, 
De aa, 0 ee 007 01.1.0097 20,50 
Veran meer let) a) 
0 N ER ER 00a 
2,3, 2,8, a, 2, 9, 0 | 4,2, a, 0 | 
0 2,2,3, 0 2,2,2, 0 a,a,2&, 
E, A, Q,0 Q,Q, Q,0 0 a,a,0 7 
| 0 a,a,Q, 00 a,a, 0202030, 


Ust ee. 
Die auftretenden Determinanten sind tatsächlich die 
zu den 3 a,-Reihen gehörigen Diagonalminoren der 
Resultante: 
4,2, a, a, 0 





ÜFararaya, 
Dee a uBarc, (BU 
0 a,a,a,0 
VEUETO.0S 


Die transformierte Gleichung wird anderseits: 











@) ı OR IR 3 1 OR, P.2 1 OR, p 
sy - a en ne N) 
3 da, z da, 2 Oay en 


Es ist nun: 
R Er ie 3 ala 3 2 2 ) 2 2 
sp 90, 39,050, + (a, — 28,8,)0,0, + 2,8,0,0, + 


‘ 2 2 3 
en N Kennen 
— (3a, a, A, a,)q, Os 42 + (a, a, a), (io A, ad, + 





2 2 2a 
+ 2,8,0, 0,— 8,8,0,0, + 2,0% 

RI al a Dada) 
25 Vog (a, — 2a,a,)a,+ (32,2, —8,8,)0,0,+2(a, —28,3,)0,0, + 
“ug 

2 Ar? 
+ 2,2,0] — 28,2,0,0,+38,0, ; 

S2 

© 
Rp __ a2 9 Ga? 

—y = 2a, —28,a,)0, 28, 3,0,+ 68,6, 


0a I 
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Man hat diese Ausdrücke noch mit —|l, +1, 


1 1 a : ri 
—; und +, zu multiplizieren, um die Koeffizienten 


(3) 
b,, b,, b,, b, zu erhalten. Die Aufgabe f(x) durch 
(2) 
die quadratische Transformation y = (x) auf eine 


reine Gleichung zu bringen ist also identisch mit 
der, die erste und zweite Ableitung der Resultante 
R; „ nach a, zum Verschwinden zu bringen. 

I 


In folgender Weise lassen sich die obigen 
Differentialformeln leicht verifizieren. Es ist ja: 


n 
Rede, IlP&) 








und daoiz) = oz Iyonxe, u ae A, 1% +0, 
Op(K,) 
Bölst 2 = lzundetolelch: 
da, 
Hr RER gu PER 39) PR gm x | ar px. ) 
oa = von Op(x,) Ca ns ; 2 


Man erhält also, wenn man en weiter- 
differenziert, schliesslich: 


a [1 a4) ) 
— =akl >| fl A 
i 


ann 
0) 
m 
wo die Summe sich wieder über die Kombinationen 
1 a i 
© erstreckt. Damit werden die b, direkt: 


i(k—1) 


= (1a, xl ' px, )) 


übereinstimmend mit der aus der Entwicke- 


lung des folgenden Produkts hervorgehenden 
Formel: 


der i 


(n) 


g(y) = 2 lH) 


Die Koeffizienten lassen sich auch durch die 
Wurzeldifferenzen x—$, = &,, ausdrücken, doch ist 
die Bedingung der Invarianz nur noch für den letzten 
Koeffizienten b, erfüllt, wie aus dem Aufbau sofort 
hervorgeht. Die Unsymmetrie der ganzen Trans- 
formation, die Ausnahmestellung des letzten 
Koeffizienten der Transformation sowohl als 
der transformierten Gleichung tritt bei dieser Be- 
handlungsweise besonders schroff hervor. Wir werden 
nun den Versuch machen, den letzten Trans- 
formationskoeffizienten, der offenbar eine ganz 
besondere Rolle spielt, zu beseitigen. Es gelingt 
dies in folgender Weise: Wir betrachten die Resul- 
tante 109% als Funktion des in Rede stehenden letzten 
Koeffizienten a, und schreiben sie also in der Form: 


R,. ELTT =/A,n, m +MA,aı EI a  ı ee 

Um unbequeme Zahlenkoeffizienten zu ver- 
meiden, wollen wir für den Moment auch die trans- 
formierte Gleichung in der mit Binomialkoeffizienten 


geschriebenen Form annehmen: 
(n) 
re ale Ener el. 


Es wird bei dieser Bezeichnungsweise: 
(-D’ b Au +0) A + ("Ant A, 


m 


ee de ee u + tn 


0m 


-Nb_ Arc : + TA," SER, er EN Wa N 


n—3 m 


r 
wi 


(—D'b, — AlOr Ab D ALOE a7? Er (hi Ah mt A, 
sh == Br Ir 3 A,c,, + 3A, m a A, 
b> N 0 arten — N 
—b; Br Ay ns A, 
br —A, 


(DE 


(N), 


Es lassen sich also sämtliche Koeffizienten der 
transformierten Gleichung als Funktionen des letzten 
Transformationskoeffizienten darstellen, deren Koeffi- 
zienten bis auf einfache Zahlenfaktoren überein- 
stimmen mit den Koeffizienten der Resultante als 
Funktion des letzten Transformationskoeffizienten be- 
trachtet. Wenn nun verlangt wird, dass in der trans- 
formierten Gleichung die Koeffizienten b,, b,, .... 


b,_„ b, verschwinden sollen, so erhalte ich, wenn 

5 n1 i kr tea 

Ich gar — „. setze und mit n, " multipliziere, als Be- 
x 2 


dingungen dafür das Verschwinden folgender Formen: 
A k k 1 8, el k 
=An, + ei) An te. Fate 


k—2 
3 


= k—1l u. k—2 el Ken 
ande tl )A,n Nuss Ef BA TEN Aen 


3 2 nn, 2 3 
Zangen Su 3A,n,n, +A,n, 
2 2 
=A,D, Feanın, E N al) 
= Anni. Lens. 


Da nun aber bis auf den Faktor k (n.,.n,), | 
mit der Ableitung von (n,, n,), nach n, übereinstimmt: 


— (3 


KIND ag 
1 


so ist das gleichzeitige Verschwinden von (n,, n,), 


und (n,, n,), ; Bedingung für das ‚Vorhandensein 


1 
einer Doppelwurzel von (n,, n,), = 0. Es muss dann 


auch die Ableitung von (n,, n,), nach n, verschwinden: 
a el] 


Das folgt ebenso auch aus der Beziehung: 
O(nın,), O(n,,n5), 
n——— +n, 


ea —rkin ns 
1 On, 2 On, ( 1 ok 


Würde man die Variablen eliminieren, so würde 


sich das Verschwinden der Diskriminante von (n,,n,), 


r 


2 ODRTE IL 
als Bedingungergeben. Aus(k—1) (n,,‚n,), „= —.— — 


n 


folgt weiter: 


O(n,no)k-ı 


Kk—1l) m,n,), ,„ = — (zundarda 








SEE 

- Önyn3),. Rn), nnd 

Kl ne Siena, Ko 
n,0n, On, 2 


Fe f] 
Be FE 


eos 
7 On, 


Al 





so wird auch (k—1) (n,,n,) 


Man erhält so drei Gleichungen vom Grade 
k—2, und die Elimination gibt das Verschwinden 
der beiden Diskriminanten von (n, n,), ;, und 
(N,,n,), „, Wenn man in dieser Weise fortfährt, so 


erhält man folgendes System von Gleichungen: 


5* 


Be Te en 


(n,n,), =) 

N), > MD) = 0 

MO) =), 0 

(nan,), . Ben or) ee u ee tl 

Kkabg — (Bans)4 SEEN zn ge ) — (n,,n, 5 0 

[I  — (Nana ER TR —A(DN a (n,,n,) Hua 0 
Es ist nun SEACEN. 

(nn), =A, n, +6) N leo Ser ze Sr HA, Ans n, TIHA, ns —( 

(n,,n, dA ee wo ee: D,+ .. HE JA,_ Dun N, et nn '- =: 

(N.,D,) Sen ni A Ba nt... + Wear CR rss +An — 

(n,,n,) An rl 7 "JA, Ye "n,4 Se + JA, Aabıene, Ne —( 

(n,,n In Ehen me ul Tan ar BEL Ben: N ra TE = 

(nun), An nee Keane unse, 5 Da ai, n, rAn” —V 

(OF, )% An ee nn, + 3A, n sin +A,n, 0 

(u#n,) : Am, + 3A,nın, + a un —( 

(9.0, no Je ut Sure in, - an n, Faust, 0 

h5) is An Sa nın, au Sara n, +A,n, —=() 

and.)s = An moin 25 - A,n, =) 

(N.,n,); zen De enene ae A,n, —=;f) 

(n,,n ae VA 00H ZT TE an: 0 

(n,,n,) a = =A ,0+ 2A, Dal An; = 302 
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endlich hat man die Reihe der linearen Gleichungen: 


Den An + An, = 0 
(Den BR + er ZU) 
eb a Man 


’ı 2 Bel) 

en En 
(n,, n,)ı zunen, Ha, s,n, 0 

el) „ne en 
[aesen).) Ze en ee 


Wenn nun dieses System linearer Gleichungen gleich- 
zeitig erfüllt sein soll, so müssen dazu die zwei- 
reihigen Determinanten der Matrix: 

| DSB. Bra sie, 

| A,A,A, FRI A 
verschwinden. Ebenso müssen dann auch sämt- 
liche Diskriminanten der Gleichungen von höherem 
als dem zweiten Grade verschwinden. Führt man 
nun die Bezeichnung ein: 


De N 


i,.K i k—1? 
so sind, da allgemein A, eine " eh h-ten Grades 


ders homogeneraVanablens.ca, Saore 22a 5 0. 





1 


bedeutet, die Determinanten Br vom Grade i-+k. 
Wir erhalten also als Resultat der Binknetibn von a, 
die Reihe der Gleichungen: 

Des ne ab Arien —( 


die sukzessive vom Grade 2, 3, „ 2k-3, 
2k—2 sind. Es kommt dies darauf hinaus, A, 
BES An eABwEOR zuebesuummen dass (nı,n,), = 0 
eine k-fache Wurzel besitzt, also die k-te Potenz eines 
linearen Ausdrucks in n,, n, wird. In der Tat, setzt 


man: 


(My D3) 


ee 


k 
(N, n,); — (%0, + %,N,) 
k 


zu : EN „A k—1 k | k—1 K 
= 42, +6) U Een en un... 000 


so muss dazu die Reihe der Gleichungen erfüllt sein: 


A = Rh e 
A, = na’ 
Ar > %, er 
A = nz 
A, >= Yu 


Diese Bedingungen führen ebenfalls auf das Ver- 
schwinden der B ,. Die lineare Form (x,n, + %,n,) 
kann sich aber nur durch einen konstanten Faktor 
Von An, FALn, BED BANN BT en 


A, „nm, +A,n, unterscheiden. Solche Faktoren sind 


ZINBAR EA NUR RA a PER 1 ET 
wie man leicht erkennt, auch auf diesem Wege die 
bekannten Bedingungen oder Verbindungen solcher. 

Beschränken wir uns auf die lösbaren Fälle, so 
ergeben sich folgende drei Möglichkeiten: 

1. Es soll nur b, verschwinden. Wir haben dann 
zur Bestimmung der Transformationskoeffizienten nur 
die eine lineare Gleichung: 

Aut. 

Aus ihr können wir «a, als lineare, ganze, homo- 
gene Funktion der a, A, »..- @,.o Q@ , bestimmen. 
Ich komme darauf noch später zurück. Zunächst ist 
klar, dass je nachdem wir über die ersten m Trans- 
formationskoeffizienten verfügen, wir andere und 
andere Transformationen erhalten, die die verlangte 
Wirkung haben. Die einfachste und bekannteste Ver- 


k 
22 


EN 


fügung ist die, dass man die Koeflizienten a, @,, 
a „ verschwinden lässt, d. h. sich auf eine 


m—3’ m—2 
lineare Transformation beschränkt. 
2. Soll ausser b, noch b, verschwinden, so haben 


a 


win Umso leo Rear 9. "noch dierBe- 
dingung: 
AAN 
0.2 5 FE 
A,A, | 
Die Gleichung ist vom zweiten Grade. Je nachdem 
wir. überl.diesKoellizientengan,. a,» Mu: dl, var, 


unter Innehaltung der obigen Bedingung verfügen, 
erhalten wir die verschiedenen Transtormationen, die 


g(y) = 0 zu einer Hauptgleichung machen. Ge- 
Wohnlunesohze range, u ea sl 
m—4 m—3 ? 


verwendet also eine nur quadratische Transformation, 
doch ist damit noch nicht gesagt, dass dies das 
einfachste Verfahren wäre. 
3. Soll ausser b, noch b, und b, zu Null werden, 
Sa end ur daroaeae NNaN a, 
den drei Bedingungen genügen, die sich durch das 
Verschwinden der drei Determinanten der folgenden 
Matrix ergeben: 
EU EN, | 
en 
| AsA, 
also: y,e ER 
ren 
EURE ee 
EN 
d B AN au 
un er A,A, 
Da die dritte Bedingung aus den beiden ersten folgt, 
so genügen diese zur Fixierung des Koeffizienten- 


| 

| 
Dr 
I 
ag 
be 


systems. B,, und B,, sind vom Grade 2 resp. 3 in 
den ersten m Transformationskoeffizienten, von denen 
man praktisch wieder m—3 verschwinden lassen kann. 
Die Resultante von B,, und B,, wird bekanntlich 
vom Grade 6, doch treten hierbei die in der Ein- 
leitung erwähnten Verhältnisse ein, die allerdings eine 
andere. Verlugung mbergdieso sa, 22,0, 2,000 
verlangen.) Setzt man den aus A,a, tA,=0 ge- 
fundenen Wert. yon a, ink, = Ava aA, a,+A, 
bezw.. —-b, = A,ar, + 3A, a, + 3A,a,t&A, ein, so er- 
hält man: 
weh 1 und 


02 
ae a SEN IE 
so dass sich unsere beiden Bedingungen: B,, = 0 und 
B,s = 0 identifizieren mit: 
Bee—alrund 
Beben De el 
B,, = 0 würde ebenso bedeuten: 


(A A,+2A )b, TA Ab, = 0, 
wofür sich auch schreiben lässt: 
Mel 
Damit ist die Anzahl der lösbaren Fälle er- 
schöpft. Das Verschwinden der Koeffizienten b,,b,, 
b,b, würde das Verschwinden der Determinanten 
folgender Matrix verlangen: 
A 
A AS: 
Wählt man die drei von einander unabhängigen 
Bedingungen niedrigsten Grades aus, so erhält man: 
Des BB EB 


03 04 








02 





1) Vgl. die Untersuchungen Brings und Jerrards. 


die in den in Betracht kommenden Koeffizienten vom 
(Grade 2, 3, 4 sind. Das Eliminationsresultat würde 
also im allgemeinen eine Gleichung vom Grade 24 
liefern. 

Wasenunedie can A, A024, änlanpt, 
so sind es, wie schon erwähnt, die ersten k+1 
Koeffizienten der als alleinige Funktion des letzten 
Koeffizienten der Transformation betrachteten Re- 
sultante Der Hat man also die Resultante 139 in der 
expliziten Form, so sind damit auch die A,A,.:-- 


A, np A, sofort gegeben, und man hat zur Be- 


stimmung der Transformationskoeffizienten nur noch 
die zweireihigen Determinanten B,., By 


lehrt Box zu bilden. Erinnern wir uns, dass wir 
die Koeflzienten b, bis auf das Vorzeichen dargestellt 
hatten als Summe der zu den letzten n Reihen ge- 
hörigen Diagonalminoren der Resultantenmatrix 
13902 so werden wir, da offenbar, wenn man nun 
auchsediesKoeiuzientensb Sabur a 2. Dr br als 
Funktionen des Koeffizienten «a, allein betrachtet, 


Me ey u hhakın 
die A, ausdrücken können durch die Diagonalminoren 
der Matrix: 


Ba ae rn a) 0 
ann re Verl 0 
a AUT EN ORTE 0 
a, a, EL ) 0 0 








0 
0 
| 0) 


EBENE. WERBEN 


RAU 
0.9 
, 


0 


m—1l 


0 


(a 0 


10 10 


m—2 "m-—1 


also in der früheren Bezeichnungsweise: 


kan == ZM 


PL 
19,129 


eo en 
a MD, 


0 
0 
0 


| 


Wir wollen sehen, wie sich die Transformation 
einer Gleichung dritten Grades nach diesen Angaben 


gestaltet. Wir haben: 
6) 3 2 
La) ar a Shan 
und setzen: 
(2) 
gi dch — 2 r 
VDE RED Su 
Die Resultante R, „ist dann bekanntlich explizite: 
) 
een 2 > % DZIERBR) 2 2 
Ken —Bea0 at, a +(3% 22,2,)q; Q,+2,a,0,07 + 
er. ZUERHRE) VRR en 3 
= (3 258, — 8, a,) A,0,4,+ ( a7—2a, a,) A505 — 3,2, + 


2 2 
+ 2,3,02 q,—a, 2,0, 02 
Soll R, „ 
)) 
Fa 3 2 
R,g = A,@ +3A,a2 +3A,0,+ A, 
so müssen offenbar die drei ersten Koeffizienten, auf 


oO 
+3 Os: 


in der Form erscheinen: 


die es uns hier zunächst ankommt, werden: 
= 

3A, = (a] —2a, a), — 2, 2,0, 

Dam (% —28, a) De (32, a, 2,8,)0,0, + 958, O4: 


Wollen wir die explizite Form der Resultante 
nicht benutzen, so können wir von der Matrix: 








a 
0 
0 
0 1 0 
ausgehend, die Koeffizienten A, in folgender Weise 


erhalten: 


—22,3,)0, —4,2,0, (a,—2a a.)a, + (33,2,— a, 3,)0,0, 42,250, 





A, “> DM); = M; 23 
3A, E* ZM, VER Ein Mis aM LM. 
3),=2M =M+M,+M, 
2 A | BEN SE 
De Or = 
Ar) | aa ae A 98 
0. | re | RA RZEN 
an A u Br N Hz Vase: ) 
uhr | 0 0 a0 | 
= a, (a —2a,2,)— 02,8, 
a, 2, 2, 0 a, 4, I, 0 a, A A, &, 
a Ü) aa, 8, Una, l a,a 3, 
en DEE) 3 0,2 URl) T|a,a, 0 ) 
ARE ER ÜEOrE ul 




















> 
en a —2a ed ‚(3a,2,—a,2. ‚)-+ 08,8, 
Soll nun in der transformierten ee 


3 
Ey) = buy’ +3b,y +3b,y-+y' 
b, und b, gleichzeitig verschwinden, so muss dazu 
die Determinante B,, a 
ee 
Dies gibt zur Bestimmung von «a,, a, die quadratische 
Gleichung: 


we, 
22,2,)0, — a, 2, 0, 


(a 


2 


er D 


al 
oder und nach den kleinen Deter- 


minanten: 
Da 3a,0,—8L , 
D, = Ja,a,—A, Ay, 
D.S—283. a, geordnet: 


DR 24 Ye 3 
ar a 58 
a a,D,+a,a, a,(a,D;, 2a,D,)+a, (a, D, a,2, Bd +2] D,) 0. 


Be 


Es wird also: 
a 22.D,—a,D,. + a V D?_4n D 
1 Fe: (een 3 DA: 


do 








a0D 
Hierbei ist, wie sich einfach zeigen lässt, D,—4D,D, 


bis auf den Zahlenfaktor -__ identisch mit der Dis- 
: 3 

kriminante der kubischen Gleichung f(x) = 0, wie zu 

erwarten. Ich will das trotz oder gerade wegen seiner 

Einfachheit sehr instruktive Beispiel noch etwas 

weiter verfolgen. Ordnet man nämlich 3B,,(a,, @,) 


überhaupt nur nach den D,, so ergibt sich: 
ZURD, < 2 2 
D,(a, a, — 20,0, 252,4 0,8.) + 
2 2 
+D,(0,0,4, — 0, 2,,) + 
22 
+D,(a, Q,): 
Man sieht sofort, dass man hier nur zu setzen braucht: 
re 2: 
0a u — a 
2 
0 t,; 
. 4 . 
um B,, (@,, a,) bis auf den Faktor a, zu reduzieren 
auf: 


und a 


2 2 
t, D,+t,1,D,+t,D,=0. 


3 
Die linke Seite der Gleichung ist nun bekanntlich 


eine quadratische Kovariante, nämlich die Hessesche 
Determinante der binären kubischen Form: 


(3) R 

it,t)= at, +a, tit,+ a,t,t,+2, > 
Wir sind also in unserem speziellen Falle durch die 
Substitution: 
ua 
0, = 36, +2,05 
zu einer invarianten Darstellung der Trans- 
formationsbedingung gelangt. Dass die Trans- 
formation, die wir durch vorstehende Überlegungen 


mm 


erhalten, mit der von Hermite aufgestellten 
identisch ist, wird sich gleich zeigen. Wir erinnern 
uns, dass wir zur Bestimmung des letzten Transfor- 
mationskoeffizienten die lineare Relation hatten: 
A,%tA, =, 

also: 

3a,0,+(a, — 2a, ,) en 
Setzen wir nun den Wert von a, in die Transfor- 
mationsgleichung: 

N OS on Es ein, so wird: 


2 
> = 
zeit oe 
a7 = | XH+ 5 


/ 





2 Ay% 
+0,|x+— 


oder: 
2a, 


2 2 a 
Raser 2,0, [89x ee 3 
= 
74,0, X P 


Die auf der rechten Seite stehenden Klammern haben 
offenbar grosse Ähnlichkeit mit den Hermi- 
teschen Teiıllormen 





21 
R, — At und 


2 2a, 
F, = a,X%+3,x+ Zn 

Der Koeffizient von a,a, "ist direkt mit F, 
identisch. Schreibt man nun noch den Koeffizienten 
von a,@, in der Form F —a,x, so sieht man, wie 
sich die Transformationsgleichung in der Form dar- 
stellt: 

a0 yz20 2 u 

oder nach den Teilformen geordnet: 


2 
a7 = ta FE). 


I 


Auch auf diesem Wege wird man also zu der 
Substitution geführt: 


au = a t, 


4,0, 4,4, = 4a Fa 


Die Transformationsgleichung nimmt dann die 

von Hermite geforderte Gestalt an: 
y art +UuR, 
die die Eigenschaft hat, den zweiten Koeffizienten 
der transformierten Gleichung zum Verschwinden zu 
bringen und alle übrigen Koeffizienten zu simultanen 
(3) 

Invarianten von f(z) und t,—t,z, d.h. zu Kovarianten 

(3) 


t 
A 1 3 
von f(z) zu machen, in denen z durch — ersetzt ist. 
to 


Man könnte, ebenso wie wir die Hessesche Determi- 
nantehergeleitethaben, auch denletzten Koeflizienten b, 
als Kovariante darstellen. Wir hätten zu dem Zwecke 
in dem Ausdruck: 


— a,b, Er a,B, „+2a, Bo2 
die A, A, A, durch die oben festgelegte Substitution 
umzuformen; indessen ist dieser Weg nur schwer einer 
Verallgemeinerung fähig. Wir werden daher versuchen, 
die bei der Hermiteschen Transformation auftretenden 
Simultaninvarianten auf andere Weise darzu- 
stellen. 

Wir vergleichen dazu die Hermitesche Trans- 
formation mit der gewöhnlichen, nichtinva- 
rianten Form der Transformation. Es ist einerseits: 

yetbE sh Rast netto ehem), 
wo in der bekannten Weise gesetzt ist: 
HK =axX + a 


0 
n 


Anderseits ist auch: 





n—2 Jr 


[4 18 


N 





ar tar = OR) 


und man erhält, wenn man den ersten Ausdruck nach 
Potenzen von x ordnet und die Koeffizienten gleich 


hoher Potenzen vergleicht, folgende Beziehungen 
zwischen den Koeffizienten ql, und den t.: 
= t, 
tert, 
, =, ra6r %0, 
3 al 3 rt at, ek en als 
ER, ee at er Bee 
22 ‘ 5) 
oe a ine... nn t2la zu. Him—l)a, 
wobei die Relation besteht 
Aa, 8, 2 a Lam „m 1) a, 
0 a, er „(n 2) EU 
00% array. ln 0)8 
— (. 
000 Reh 2a, 
000 0 a, a, 
A,0, 8, ER San 








Dar 
0% + 4% + — 
n 
k-+1l 
k+1 k 2 SER En 
3 +axt+ a ne Ge * ktı 
2) 
a x 2 la x2 31 alu reg 
0 1; a ; n—4 n—8 m—% 
Pe La mx na 
0 lö te n—3 n—2 n n—1- 


—l 


t,, 


REEL 


Diese Beziehung ist, wie man bemerkt, nichts 
andres als die früher auf andere Weise hergeleitete 
lineare Gleichung für den Koeffizientena .: 

Are A Al. 
es ist dies die Bedingung dafür, dass die Trans- 
formation y = y(x) dieselbe Wirkung hat, wie y= (x), 
d. h. dass das zweite Glied der transformierten 


Gleichung verschwindet.!) Wir erhalten demnach auf 
diesem Wege auch allgemeine Ausdrücke für A, und 


ar und zwar wird: 


—1 
nA anaend 
a, a d, n—3 n—2 (n—1)a, ı 
0 So n—4 °n-3 (m—2)a, > 
VER A, 
wer, — 
VE0EU a E 2a, 
Delle oO a, a, 
HU TE EEE, 0 
Bezeiechnen wir die aus der Matrix: 
Aa ee BERN) am 
a ae (N 2)a0 
2 
GE ae a, 2a, 
al Ze ae a, a, 
durch Unterdrückung der h-ten Kolonne entstehende 
Determinante mit A, „, so erhält man die zur Be- 


stimmung von a, _, dienende ganze, lineare, homogene 
Bedingung in der Form: 


1) Vgl. Gordan, Math. Ann. 13, p. 398. 


LEER | = Zimt, A N R + (1 A, Q 7% (—1)" A a 


\ 


n—1 k 
n&4, W,= 2 Ara 


u 


oder einseitig re 





—A a 


n—k n—1l 'n—1 


in! A 0. 


—k "n—k 


Man könnte nun daten diese Beziehung in dieser Form 
auch durch Umformung der Determinantensumme: 


Da zZ 1, ...,.1003), in —2) 
erhalten. Diesen Weg hätte man einzuschlagen, wenn 
man die an dem Beispiel einer kubischen Gleichung 
durchgeführte synthetische Herleitung der Hermite- 
schen Transformation verallgemeinern wollte. Da die 
Ausführung der Verallgemeinerung sehr viel Raum in 
Anspruch nimmt, will ich mich darauf beschränken, 
den Hauptpunkt anzugeben. Es ist leicht zu sehen, 
dass die Determinante A, jedesfalls den Summanden 
(Del hya,, ars enthilt Drückt“ man’ in..der 
Transformationsgleichung a, _, durch a _ „ %_3 
@,, @, aus, so lautet die Transformation: 


n—l n—l 
a) ni alas an a) 





n 


n—2 n—2 
Haas u A) 








n 


n—h—1 ee 
ex ala = Pair a) 


6 


%) 2 
iz %n.s|a08 a0 = 


a 
1 
+4, [ax + y 


ie 
wo R eine restierende Funktion der a, und der (l. 
bedeute. Man sieht sich zur Einführung der 
Teilformen F in der Hermiteschen Gestalt 
genötigt und substituiert schliesslich für die zu den 
ersten n—1 Zeilen der Matrix: 


a, a, Terre a3 n—2 

0 a, arte. An 4 n—3 | 
150 ee 

Go u EP O3 3 








gehörigen Determinanten die Werte: 


n—1l n—1 n—1 n—1 
t t E t 


a 1% 0 0 


0 n=2) a) TI =g7 Er Mn‘ a, 


unter Berücksichtigung des zu der Determinante 
gehörigen Vorzeichens und vollzieht damit den Über- 
gang zur Hermiteschen Transformation. 

Nach dieser Abschweifung wende ich mich wie- 
der dem vorliegenden Problem zu, die bei der 
Hermiteschen Transformation entstehenden 
invarianten Koeffizienten darzustellen. Ich 
habe zu diesem Zwecke in den Formeln für die Ko- 
effizienten, die bei der gewöhnlichen Transformation 
yı =.pls) auftreten, Giesstırossen er re Ga, 
2, "durch’ ihre sausdrücke Kin = denen ti 
t, , zu ersetzen; man erkennt dann leicht, wie sich 
die fraglichen Determinanten auf Grund bekannter 
Determinantengesetze vereinfachen lassen. Die dazu 
erforderlichen Umformungen sind folgende: 


u 


a 


Von der ersten die Transtormationskoeffizienten 
enthaltenden Reihe der (2n—l)-reihigen Resultante 
R,, subtrahiert man die mit t, multiplizierte erste, 
die mit t, multiplizierte zweite, .... die mitt , 
multiplizierte (n—2)-te und. die mit t, , multiplizierte 
(n—1)-te Reihe der a. Ferner subtrahiert man von der 


zweiten die Koeflizienten t,, t, - - . .t,_ 2 t, , ent- 
haltenden Reihe die mit t, multiplizierte zweite, die 
mit t, multiplizierte dritte, .... die mit t, , multi- 


plizierte (n—2)-te und die mit t, ,„ multiplizierte 
(n—1)-te Reihe der a. So fährt man fort, subtra- 
hiert allgemein von der k-ten die t, enthaltenden 
Reihe die mit t, multiplizierte k-te, die mit t, multi- 
plizierte (k+1)-te, ...... die mit t, , „ multiplizierte 
(m—2)-te und die mit t,_, „ multiplizierte n—1)-te 
Reihe der a, um schliesslich von der (n—2)-ten Reihe 
der t, die mit t, multiplizierte (n—2)-te und die mit 
t, multiplierte (n—1)-te Reihe der a und von der 
(n—1)-ten Reihe der t, die mit t, multiplizierte (n—1)-te 
Reihe der a, zu subtrahieren. Diese Umformung 
hat den Erfolg, dass in sämtlichen n die Transfor- 
mationskoeffizienten t, t, - +: . t,_„ t, , enthal- 
tenden Zeilen die ersten n—1 Elemente alle zu Null 
werden, was wiederum im Verein mit der Eigen- 
schaft der nur die Reihen der a, enthaltenden Ma- 
trix, dass die ersten k—1 Elemente ihrer k-ten Reihe 
verschwinden, bewirkt, dass sich die (2n—1)-reihige 
Determinante bis auf den Faktor ad: auf eine n- 
reihige reduziert. Des grossen Raumes wegen, den 
die wirkliche Durchführung der Umformungen erfor- 
dern würde, beschränke ich mich auf die Angabe der 
Methode sowie der Resultate und verweise im übrigen 
auf das untenstehende Beispiel. Man führt die Ab- 
kürzungen ein: 
B. >= Wu tah te... Fat 
6* 


BT 


et 
\ —— 
F-0% ur a m a —l {, Bez “Ar 2 Meere bt a en 2 i 
und 
u RT, 
2 et at, o+2a,t, st ale +{n = 1a, —2—i + 
nz —))a, —l—i 1a, | Val (i ah j227 5 
) 
Fer eiiede. 2a, ot, rt M 
oder kürzer NEL: 
k 
y 
B_ = %at, 
i,K h i—h 
0 
k 
n — —ı ; 
G, ie ah Won 
n—i—1 i 
Y Yy 
PET BE 
ner nl. ae Are 


C,, geht also aus R,„ durch Umkehrung des Vor- 
zeichens und symmetrische Vertauschung der a, SO- 
wohl als der A, hervor; dasselbe ist bei den beiden 
Teilen von D, , ,„_._; wenigstens teilweise der Fall. 
Der erste Index bezeichnet stets das Gewicht des 
Ausdrucks bezw. sein Komplement. Die drei Indices 
beiD, ,;„.ı_, Sind, wie man bald erkennen wird, 
nur aus Symmetriegründen eingeführt. Es schreibt 
sich nämlich jetzt der letzte Koeffizient der trans- 


formierten Gleichung: 


Den n—1,0 Ce n—2 er n— 3 e 2 Q, 1 Q, 0 
n—2. 0 n—1.n— 2,1 A n-3 G; 2 G, 1 C, 0 
n—3, 0 De 1 bar De 3,2. 5 Q, 2 G, 1 Io 0 
Diane Mi Fe | 
B, 0 B, 1 1}. Do D.-13 n—83 REN 1 REN 0 
zn Abe BareN : BL 0 1: 1 5 Beer Ma n=8 Eu 2 ) 
00 11 22° On-3, n—3 n—2, n—2 n—1,0%,n—]l 


Wenn man nun bedenkt, dass bei der oben vollzogen 
gedachten Determinantenumformung die n—1 Reihen 
der a, die ja in allen in unseren Betrachtungen auf- 
tretenden Diagonalminoren in Erscheinung _ treten, 


EP, DREH 


ganz ungeändert geblieben sind, dass also, wie es 
beim letzten Koeffizienten schon ausgeführt ist, bei 
jedem der in Betracht kommenden Diagonalmi- 
noren a als Faktor heraustritt, so erkennt man, 
dass sich der Koeflizient b, der ohne Binomialkoefli- 
zienten geschriebenen transformierten Gleichung bis 
auf den Faktor (—1)'a) " darstellt als die Summe 
sämtlicher h-reihiger Diagonalminoren der oben ent- 
wickelten Determinante S,,. Bezeichnet man wieder 


a (il .(h 
den zu dem i-ten, i-ten,....i®"-ten, i""ten Ele- 
mente der Hauptdiagonale gehörigen Diagonalminor 
mitN, „ ‚—1), ‚(n), So hat man für die Koeffizienten b, 
allgemein den Ausdruck: 

\n—k 
GallE y 
au b, x — N, 2), I): 
0 


wo 3 wieder das bekannte Kombinationssummen- 
zeichen ist. Wir erhalten speziell: 

a 
ZN 0 (02) —aU! 


IR 
Die Summe derElemente der Hauptdiagonale 
muss also verschwinden: 


n=1 

EX 

17/ == 
Hein olei 0, 


eine Relation, die sich tatsächlich leicht bestätigen 
lässt. Ich will diese Verhältnisse an dem einfachen 
Beispiel der kubischen Gleichungen erläutern: Die 


Ausgangsgleichung: i@) == Aa ya, a, 
wird transformiert einerseits durch: 
I HARTE 
und anderseits durch: 
er Zur HUB, 


Die Koeffizientenvergleichung fordert: 


f,$ 


ob 
ı = ra 
3a, = at, +23,t, 
und es besteht die lineare Relation: 
a) a, 28, 
MEERE 
LE | 


Man erkennt leicht, dass sie mit 
SA, +A) = (0, 
wie wir früher schrieben, identisch ist. Es ist nun: 
a, dA 8,0 
aa a, 
Ru. =1:.0,.0% 9% 00 
DEIN 


0 0 Uelds 


Setzen wir für a, 4, a, ihre Ausdrücke in t, und 


t, ein, so erhalten wir: 


= o 
D 
- 
ev) 
D 
ja) 
[9 = 
fe) 


0 1 
2) 
a,t772agt, 











Er ty, 4b ta,t, 5 0 0 
Ar a,tır2agto 
0 a,t, a, +2,65 S3 0 
a,t,—+2a5t 
N) N) art, tere . 





Man sieht nun sofort, dass die oben angegebene Um- 
formung der Determinante, nämlich die Subtraktion 
der mit t, multiplizierten ersten und der mit t, multi- 
plizierten zweiten Reihe von der dritten, sowie die 
der mit t, multiplizierten zweiten Reihe von der 
vierten, R, „ auf folgende Form bringt: 











a, muB, a, a, 0 
0 a, a, A, a, 
at eht 
P a, ag, 
Le) a al du a 
I# pi 
7 at —ayt 
az Ant, N Eau 
a,1,+235 
ee) aut, a, +26, 5 
Es wird also 
a | \ 
Den en ‘00 
Io, Ze De De En a 
SM HET 
Don Bi Dee 
Es bedeutet: 
Dia — at, er = —a;1, 
ee \ en, Ben 
Ds = ayt, er = a;1, 
DH 4 at, rat en” a — 2,1, 8,t, 
und: 
u rer) Ant 
ee — 22,1, st, 
a far at, — 3,1, 
x ) 
8D, 5 = + at, +2a,t,. 


Es ist sofort zu sehen, dass die Relation: 
ee = 
erfüllt ist. Für den dritten Koeffizienten b, ergibt sich: 


BIN 
bs = a,uN, 

b, N D,200 1 
a, Dale 








Wie man bemerkt, ist: 


220 


Tg a, (N+N,+N,) 











D Da Dee Diese Ds 1, Dan, 


Nee D, sotDa11t Deo: 


2 2 2 
—Dyg0+Pzııt Pro2 _ 
> 





ad 





\ 
De Dar 
BooDa 03 B, Da 02 





— ( identisch mit: 


l / 2,2 2,2 
2403; (a) t, ra, a,1,t,18, t3) 








Rn 2 


Eu ist: 
9 2 
B, 00 14 Bo 00 ot Bı 16 0 = —(Aoaztı +32ga5t, 442,258) 
Man erhält daher: 
3b, a (3a,0,—a)+t,t, (Ya,a,—a ‚3,)+t, (3a, a,— a,)) 
Wir erhalten also ebenso wie früher: 
6b, = aD ro Dee Dt), 
wo die D,, D,, D, nunmehr die zweireihigen Deter- 
minanten der Matrix: 
3a, 2a. 33 
a, 28, 3a, 





bedeuten. 


Der letzte Koeffizient wird bestimmt durch die 
Gleichung: 


Rechnet man aus, so erhält man den letzten Koeffi- 
2 

zienten bis auf den Faktor 5 übereinstimmend mit 

der kubisehen Kovariante, der Funktionaldeterminante 

der gegebenen kubischen Form und der Hesseschen 

Determinante, genommen für L, Man führt am 


(0) 
besten für die zu den ersten beiden Zeilen gehörigen 
zweireihigen RN ee Matrix: 
3a, a, | 
a, 2 " | 


die Abkürzungen ein: 

















3a, 2a, 

Da Dr ar 

3a, &% a, 2a, 

DD DR 
Zi ,| | 3a, en 
|2D, D, = D, D, Pr : 











Bee OD 


2a, 94, 
2D, Del 
ae 
Man erhält dann den letzten Koeffizienten in der Form: 
54 b; 3 2 2 3 
BREIT = E, t, +3E,t, {+ 3E,t,t, + Est, 
[0] 
Es soll noch bemerkt werden, dass 
3 4 2 
— 4]) 2 1)47> 


Man ersieht schon an diesem Beispiel, dass die Ein- 
führung von Binominalkoeffizienten praktisch sein 
wird. 

Im Falle der Gleichung fünften Grades: 


© 5 4 3 3 
xy ar ax 1 n,x ax Ja,xta sul. 
die durch die Transformation: 
Ve IUR) EL HUN FuR GE, 
umgeformt werden soll, wo: 











21 
HD. at 
ß 2a 
Res u ee 
a 1 5 
3 2 Jay 
P,=ax+tax +3%+ 5 
4a 
4 3 2 4 
Ha gras ta a.x, Er 


bestehen die Beziehungen: 


u. u 

a = ara, 

a = 6 r+r2,t, +2,t, 

a, = A,t,+2, 15-2930, 2.450, 


Du aa, rat, Aa, 


4 0° 


wenn die RER EC 03. die Koeffizienten der Trans- 


formation 


4 3 2 
y=_R) = ax ta X +0X +0,Xta, 


12 22 3 


III HT FTD 


BR, 


bedeuten. Es ist hierbei wieder: 
A are 4a 








4 
Usa, .9, 2.206 
Omsllzra 0a, 28,0 2 
elle ta, 
20, as Akc, 
und wir erhalten schliesslich: 
Deo G; 5; Q,, G en 
B;o ası &g &ı Go 
Su Bzo Bsı Dis: or O,0 
Bio. Dsı Das, Dis 
Bao Biı Bo» Dez I 
Hierbei ist 
oo bo Oo — — a, 1, 
Tosar at, Op — a,b, 
11 = %ra a, 
20 bo Gt, 
BIATZ a,t,ta,t, 21 — a, 2,0, 
ar a,t,ta,t, tat, G,, — a, 2,1, 851, 
30 = ots 0, =t 
ae TTE a,t,+a,t, G;, — at, 
sry at, ta t,+ast, | er er 1,2, ta, t, 
Ba a,t,ta,t,+a,t,+a,t, E 7 —a,t,—a,t,—a, 1,8, t,. 
Ferner: 
oD JUNE ta, U a, t,—2a, 1—a, t, 
oD,,; = at. 08,0, 28,02, 
SD, 22 > a,t,+2a, t,— 2a, at, 
DD HE a,t,+2a, t,+3a, ,—a,t, 
8D,.ı = a.1,+23,1,4+33,6,44ajt,. 


Es ist wieder: 


Di» Tu rd; 2 ee —U. 


Der zweite Koeffizient der 


transformierten 


BER Ce 


Gleichung verschwindet also. Der dritte Koeffizient 
1 

wird bis auf den Faktor 1 gleich der Summe aller 
0 


zweireihigen Diagonalminoren von S,,. Man kann 
diesen Ausdruck wieder zerlegen in die Summe aller 
Produkte von je zwei verschiedenen D, ,, , und die 
Summe der Produkte aus den bezüglich der Haupt- 
diagonale symmetrisch gelegenen B,, und. Die 
erste Summe kann man dann wieder ersetzen durch 


2 2 2 9 2 
Denen DEE 
; 5 


_ 


Man sieht dann, wie sich die zweireihigen Determi- 
nanten folgender Matrix hereindrängen: 








Führen wir die Abkürzungen ein: 


























Ä | = © | 
pP. _ 1% 4a, Da 9a, 3a, 
NETT ) 03 x 

a, 2a, a, 3a, 

Barza Ja. a 

04 05 
1 4a,| a, 94, 
p 4a, 9a, p 4a 28, 
a EELSER Da ara, 
Dat 4a, a, DR 3a, 28, 
15 2a, 9a, 24 3a, 4a, 
5) 

Da 3a, A, p | & 
25 3a, Ja, 35 4a, Ja, 





so erhalten wir die Bezoutiante, mit der ja der 
dritte Koeffizient bis auf einen konstanten Faktor 


—; übereinstimmt, in der Form: 


Ag 


B=P t5 +2P, st 3 t,+2P, ‚t 3 t,+2F, ;%;t,r 


02 3 
HR, ‚FH, Als +2(P, s+tH, .) t, t+2P, 5 t, tt 
an tl, A) tı+2P, 5 t, erlt, 5 t, 
oder als ternäre ea Form geschrieben: 
De N y Br tt 


Re) 
0 


Die Bedeutung ar P, , ist klar. 

Man sieht schon hier, und noch leichter nach 
Einführung von Binominalkoeffizienten, dass die 
Determinante der P,, nämlich 


Po2 Pos Pos Pos 

A, = 03 Put+f, 3 P, stFis Ds 
Po PostPi. etkoe P,; 

| Pos P,; P,; P;; 








in der Tat mit der Diskriminante der Gleichung 
fünften Grades übereinstimmt, so wie es die Theorie 
verlangt. 

Handelt es sich nun z. B. lediglich darum, die 
Gleichung fünften Grades auf eine Haupt- 
gleichung zu reduzieren, so muss dazu einfach 
B zu Null gemacht werden; verfügt man so, dass 
man t, —=t,—=( setzt, so reduziert sich B auf: 


P.t+2P tt+Pt=0, 


02 3 05 30 35 0 
deren Diskriminante P&,—P ‚P,, ist. Die Gleichung 
fünften Grades lässt sich also durch die Hermitesche 
Transformation: 
= t,F,+Ht,R, | 

in eine er sn wenn t, 
und t, den Grössen P,,, bezw. bee P2,—PooPas 
proportional gesetzt werden. Diese Darstellung 








I) Vgl. Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder, etc.,II, 3. 
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lässt sieh ohne erhebliche Schwierigkeiten verall- 
gemeinern. 


Der dritte Koeffizient der transformierten 
Gleichung, der ja bis auf einen unwesentlichen Faktor 
einfach gleich der Summe aller zweireihigen Diagonal- 
determinanten von S,, wird, setzt sich zusammen aus 
der Summe aller route je zwei verschiedener 
D,_1;n_,_; und aus der Summe der Produkte je zweier 
bezüglich der Hauptdiagonale symmetrisch situierter 
B,; bezw. C,, Nun gilt aber, wenn ich statt 
D _,,...., einfach D, schreibe, stets die Relation: 


an—1,i,n—1 


n--1 
a 
=D —U 
0 
Addiere ich nun die n Gleichungen 
n—1 
IN 
D,'=D. 
1 
0 
n—1 
N 
DD = 0 
0 
n—1 
UN: 
Dez De 
n—2 i 
0 
n—1 
D, ‚=D, = 0, so erhalte ich 
0 
n—1 
SV W 
IZD°-+22D,D, = 0. 
0 


Ich kann also stets für die Kombinationssumme 


ZDD, schreiben. 


n—1 
m: 
2DD,.= 
und infolge des einfachen Gesetzes, das die Koefh- 


n—1 
zienten der B, befolgen, lässt sich für i$p? relativ 
ä 1 
0 


er DS 


einfach ein allgemeiner Ausdruck finden. Man 
erhält, da sich n in der ersten Potenz heraussetzt und 
fortheben lässt, 


2 n—1 n—2 n—2 
NVon2 EISEN! 
EDER 
Re 0 0 Ike ick 


wo, wenn i=k ist, 
Ei a le Bil u hr Mer 
und wenn it k ist, 
nee 
Dan tl 1 Ja, 1; (k+l)a, 1x on 
zu setzen ist. 

Was nun die Summe der Produkte zweiter Art 
betrifft, so hat man die Glieder nur in praktischer 
Weise zusammenzufassen, um übersichtliche Aus- 
drücke zu erhalten. Man hat beispielsweise: 


n—2 EN 
ZEN: == i eg se 
ds ne = 2 (n )a ;t 
n—3 He 
i RER EB IE 
era a, Alm in a, pas 3 - (n i) ; Gı, 
Br MIET 


Man erhält schliesslieh den zweiten Bestandteil der 
Determinantensumme zu: 


ERS a 


Zr, EL 


ö uk ick | 
wo der Koeffizient hun die Formel gegeben ist: 
or) 
Ur == (2 a = i)) a, — 1 don AN —(kcHi)° 
Das Zeichen (j+1) soll bedeuten: 
i+1l wenn i>k, dagegen 
k+1l wenn k>i. 


Wenn man die Rechnung, was ich hier natürlich 


A, — 


f 


Ey Gera 


nieht tun kann, in extenso durchführt, so sieht man, 
dass sich auch im allgemeinen Falle bei der Zu- 
sammensetzung der beiden getrennt abgeleiteten Teile 
sofort die zweireihigen Determinanten der Matrix 


| na, (n—I)Ja, (m—2)a,.... '8a.:, 2a, A 
| a, "22% 3a, en 2)ar, In ar, na, | 


bemerklich machen. Man bezeichnet zweckmässig die 
aus der i-ten und k-ten Kolonne der obigen Matrix 
gebildete Determinante mit P, _„, wobei dann i+k—1 
gleich das Gewicht angibt, und erkennt endlich, dass 
die Koeffizienten der Bezoutiante tatsächlich 
übereinstimmen mit den Elementen der in 


Determinantenform geschriebenen Diskriminante 


(n) 
von f=0.!) Diese lautet bekanntlich in der Bezout- 


sehen Form: 
P, >) EB: 22 P, 4 B-aris ta Sie eine te Po. nn» Po, n—1 P, n 


Po 3 P, ‚tPı > Po Er Aalen Po, ak n— 2 P,, ne PD, n 
Po 4 Po BE 4 P, stPı st2 ee on ckıe ch n—2 ar a n—1 P, n 


ET WERL PB P 


= 0,n E n—4,n n—3,n 
Wir können nunmehr das Problem, eine Glei- 
chung von beliebig hohem Grade auf eine 
Hauptgleichung zu transformieren in fol- 
gender Weise lösen. Wir verfügen: 


eby-....=t,-t,=0. 


n—4 n—-83 


1.n 2.n 


Die Bezoutiante reduziert sieh dann auf 


2 2 
Er I PLE +2 I A na n t 0. 


ober 


l) Vgl. Weber, Lehrbuch der Algebra, I, p. 258. 


Wir erhalten demnach das Resultat: 
Die Transformation: 


Ya A N, 
transiormiert, wenn t, und t, , den Grössen P,, und 


FIRE 1er; n AB Jar, re PB, 2 ig 





respektive gleichgesetzt 
werden, die gegebene Gleichung auf eine Form, bei 
der das zweite und dritte Glied fehlen. Man kann 
ebensogut auch andere Verfügungen treffen, doch ist 
dies offenbar eine der einfachsten. | 


—2,n 


Ich möchte den Abschnitt damit schliessen, dass 
ich die Transformation der kubischen Gleichung in 
reduzierter Gestalt, die sich nunmehr höchst einfach 
gestaltet, vollständig durchführe Die gegebene Glei- 
chung sei: 


(3) 
8 a ee 
iy)=x+33,X43, = 0 
und die elementare Transformation: 


y=x+4rx49=gp(k). 
Die Resultante R, „ wird dann: 
R, „= 0° +32, — a0 —ba,0+3a,dc+ 
+ 9a, V— 38, a,C+8,. 
Es ist also: 


er BEN, 7 2 2 
Anh ae Bi u 
und es wird: 
AA 9 > 
Des er der 5 
02 2 3 2: 
Ar Sn 2 





Wir erhalten also als Bedingung dafür, dass die trans- 
formierte Gleichung eine reine Gleichung wird: 


2 
2 


2 [3 
statt al. 


5 


Die Gleichung stimmt mit der aus anderen Lösungs- 
methoden bekannten quadratischen Resolvente über- 
ein. Man erhält: 


ie 97 2 


a he re en ) 
wo D die Diskriminante der gegebenen Gleichung 
und ihrer Resolvente: 
De 4a, + Br 


% bestimmt sich aus A d+A, = 0 zu 2a, und es wird: 





b, = — a,0 —6a,7’— 38, 2.0—a,—28,. 
Ich bilde: 
b,+6a,b, — 2,7 +3a, a,0—a, —8a, 
3 — a, 3aa5 Fa,(a-+35) VD 
und-.darz —= z 
9a ) 
een _ a3—8a3a,—16a--a,(4a-+a;) VD 
2a) 
oder 
DEE D VD. dk A5T 
b ur 3 2 
Bu IR ER 





3 
2a, BL 


Wir erhalten also: a,y = v> y a,r und 





Va: — R gesetzt, 
yo 


Ty—2257—2, 
y+r’+a, 
Man erweitert mit 22, und setzt r ein: 


wi (V D-a, } (a,y— 22%) —2a3a? au, aoy (V D—a,) 8, Van: 


2adyt+D—a,V D- Dasy+ Vo (V D—.,) 


Nun ist umgekehrt: 








Jetzt a,y eingesetzt gibt nach Forthebung von V» Ä 
7 


OR 


R(V D—a,)—2a2 Rr—a, 
23,R+ (V D—a,) Rt 
Dies mit R’—Rr-+7” erweitert gibt: 
lat R Hat Rt Rü—R) 














agtT”) 2 
R? 49 
i=h mehr: 
Setzt man Er noch: 
— 37, =3,T, 
so ist, da er u = 8, ist, 


x=-Vh ns 


Man erhält also tatsächlich die gebräuchliche Form 
des Resultats. Viel leichter noch ist es, von dieser 
Form ausgehend die Uebereinstimmung der beiden 
Methoden zu zeigen. Man hat: 





Zar R 

x 

2 2 
x — R+ —28,, 

Re 


3 2 
Iso: ay = a,xX+: Br ae en 
also: a,y = &,X +4,7x+ a, — 3, at Des 
3 a 
Da R = ar, wird: 
do 
a,y = Ra,(t+ - 
und wegen 7,7, = —2,: 
8,7) = Ba,(r,—7,) 
ay=R V D. 
Wendet man statt der elementaren Form der Trans- 


formation deren Hermitesche Gestalt an, so kann man 
die Bezoutiante sofort hinschreiben, und es wird: 


P)2 u +2, 5t 1 u+P,,t Re Tai =U. 





| 
| 
| 
| 


ao 


BRIG = 
Das führt, da die Matrix, der die P_, P ee ent- 


02) 03 
nommen sind, bis auf den Factor q zu: 
16 
0 23, a, 








wird, wieder auf die quadratische Gleichung: 
tat at, = 0. 

Ebenso wie hier Binominalkoeffizienten einge- 
führt sind, würde sich dies auch bei der Hermiteschen 
Transformation allgemein als zweckmässig erweisen. 
Man müsste dann die Hermiteschen Teilformen an- 
setzen: 


ii zit )a,x 4 ax + MINE: (?) ax+ a1 
und würde dann gleichmässigere Zahlenkoeffizienten 
erhalten, für die Koeffizientenberechnung der Bezou- 


tiante z. B. die Matrix: 


n—l1 n—1 nel 
= ( I )as ( > ai en (Fa n—2 (% Sch, 


und auch in der Matrix S,, würden die Diagonal- 
glieder Dan „1, Ihre Sonderstellung, ‚die durch den 
Nenner n gekennzeichnet wird, verlieren und es 
würden in ihnen die Binominalkoeffizienten (ner) 
bei 


auftreten, im Gegensatze zu den B,, und © 


k.) 
denen die (R) selbst fungieren. 





Schluss. 


Zunächst möchte ich noch die Beziehungen, 
die zwischen den Koeffizienten einer ganzen 
Transformation: 

(P) Ei 
y=okx)=a,x +a,x +... 
und einer gebrochenen: 


a 0 


7 


n—l n—1 n—1 nl 
a la... Bee 


— 100 — 


B* 1&) I 00 
(d) ee ee a 





bestehen und von denen im Vorhergehenden schon 
einmal Gebrauch gemacht worden ist, ganz kurz ins 
Auge fassen. Unter den früher gemachten Voraus- 
setzungen, von denen hier die R,,, + 0 verlangende 
genügt, kann man bekanntlich die Funktionen y(x) 
und (x) so bestimmen, dass 


(n) (q) (q) 
ER TIAURA—R), 
wenn f(x) = A ax ... +2, ,x+a, = 0 
die gegebene Gleichung bedeutet, und dass der Grad 
von y(x) q—l, und der von o(x) n—1 nicht über- 
steigt. Setzt man g(x) und g(x) unbestimmt an: 


g(x) = Ya +y RT + ee u 
und pa rn ee 
so erhält man durch Koeffizientenvergleichung, wie 
es Clebsch (vgl. Über die Anwendung der quadrati- 
schen Substitution ete., Math. Annalen t. 4 (1871)) 
für die Gleichung fünften Grades ausgeführt hat, 


n+q lineare Gleichungen für die n+q willkürlichen 


(n—1) (a1) 
Koeffizienten in p(x) und g(x), aus denen man diese 


eindeutig bestimmen kann. Die Matrix der Glei- 
chungen wird: 





A0.d, A, en NET 
(ara ee UA ÜBER 
A Srche: DI 
0 0 1 N a ER RL a, 








Ti Ta a DEUTZ 
BR er REN Be ee 
00 0 Rn Ta ls 
RC Kl a OO 

q q q 


R, kommt, wie man sieht, immer in den Nenner, 
in die Zähler die zu den (gq+1)-ten bis (g+n)-ten Zeilen 
gehörigen Determinanten unter Berücksichtigung des 
Vorzeichens, so wie es im ersten Abschnitte der Ar- 
beit erläutert worden ist. Verallgemeinert man den 


Ansatz zu: 
(p+g—n) m) P) (q) (q) 
ER) RR) = AR), 

wo p und q jetzt beide beliebig sind, so erhält man 
auch nach der Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten p+qg+1 bilineare Gleichungen für die Be- 
ziehungen zwischen den Koeffizienten von (x) und 
g(x) einerseits und denen von x(x) und (x) ander- 
seits bezw. für die zwi-chen den Koeffizienten ein- 
mal von (x), y(x) und g(x) und denen von gy(x). 
‚Eine einfache Abzählung lehrt, ob und wann die 
Relationen eindeutig auflösbar sind. Handelt 
es sich um die Bestimmung der a, aus den o, und 
den 7, so muss (siehe oben!) p = n—l sein. Ist 
p<n—l, so müssen zwischen den Koeffizienten der 
rationalen Transformationen eine oder mehrere Rela- 
tionen bestehen; ist p>n—1, so kann man noch 
über einen bezw. mehrere Koeffizienten frei verfügen. 
Ähnlich ist es im umgekehrten Falle, wo die Koeffi- 
zienten von x(x) und (x) durch die von y(x) aus- 
gedrückt werden sollen; doch muss man hierbei be- 
denken, dass in den linearen Relationen die Koeffi- 
zienten von g(x), x(x) und (x) homogen auftreten, 
was im ersten Falle bei denen von gix) und (x) 
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nicht stattfand. Es müsste also hier 24 = n—l sein. 
Dies ist natürlich von vornherein nur bei Gleichungen 
ungeraden Grades möglich; ist daher n eine gerade 
Zahl. so wird man 2q = n mächen müssen und 
dann’ noch eine Verfügungsfreiheit über die Koeffi- 
zienten behalten, wenn man es nicht vorzieht, den 
Zähler oder Nenner vom Grade q—1 anzusetzen, 
was man schon a priori übersehen kann; denn sind 
Zähler und Nenner der rationalen Transformation 
von verschiedenen Graden, r und s, so wird die 
fragliche Gleichung ganz analog der obigen: r+s 
— n—l. 

Endlich möchte ich noch darauf hinweisen, wie 
man die im ersten Abschnitte gegebenen Entwicke- 
lungen für die Theorie der symmetrischen 
Funktionen benutzen könnte Es ist dort a, 8, 
nichts anderes als der Koeffizient, der zu (Ila), in 
R,, gehört, wenn (lla), analog (116), verstanden wird. 
Wenn man also eine beliebige symmetrische Funktion 
GER SITE WTIIZEIIL ER ER er x, durch die Koefli- 


n—1? 
zienten a, d,..-. &,_,„ a, ausdrücken will, so wird 
1) 1 


man, wenn Sei Nr ie cn die gegebene symme- 
trische ua Be der | Si sei, bedeutet, einfach 
in der Resultante von f(x) und einer Funktion s(x) 
vom Grade |: 


BE hy 1-1 
s(x) = 0,8 +0,x ET ee 0,1% — 0, den 


n 


Koeffizienten von «Ile, _ı aufzusuchen. Man sieht 
14 
1 a 


daraus, = sich die symmetrische Funktion 
Nxıl Ki x ag "ausdrücken lassen wird durch 
eine bee die Summe mehrerer ],-reihiger De- 


terminanten der Matrix von nk Kolonnen und 
l, Zeilen: 
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a, & 8, - Si) 0 0 
0 2,8 RU 0 0 
00% oO 0 0 
DEE rau 2) 0 
IE era 5a) 
000 na VA 


So stellt sich zum Beispiel die symmetrische Funktion 
2 hd . . 
2x,x, der drei zu der kubischen Gleichung: 
(3) 3 2 
Ux)=8x% 412,2 48,319. =( 
gehörigen Wurzeln x,, x,, x, dar als Koeffizient von 
0,0,0, in der Resultante R,, von (x) und der 
hinzugezogenen : 
2 
(X) = 0,8 49,349, 

also, wie man aus der Sylvesterschen Form der 
Resultante: 

2,2 9, a 

02,3 a 

Oh, 

0 0,00 

000,6 
ersieht, als: 
a,0 
Da, 
die zweireihigen Determinanten entnommen der Matrix: 
a, 2, 2, 3, 0 
0 2,2 3%, &, 


) 


nd 




















Dies gibt, wie es sein muss 3a,a,—.a, a,. 


Lebenslauf. 


._. — 


DV iertagesr vorliegender Arbeit, Theodor Kaluza, 
Sohn des Universitätsprofessors Dr. Max Kaluza und 
seiner Ehefrau Amalie geb. Zaruba, katholischer Kon- 
fession, ist am 9. November 1885 zu Wilhelmstal, Kreis 
Oppeln geboren. Von Michaelis 1894 an besuchte er 
das Königliche Friedrichskollegium zu Königsberg i. Pr. 
und verliess dasselbe Michaelis 1903 mit dem Zeugnis 
der Reife, um sich an der Albertusuniversität dem 
Studium der Mathematik, Astronomie und Physik zu 
widmen. Er hörte Vorlesungen bei folgenden Herren 
Dozenten: 
Battermann, Brockelmann, Busse, F. Cohn, 
Friedberger, Kowalewski, W. Fr. Meyer, Saal- 
schütz, Schoenflies, G. Schmidt, Struve, Thurau, 
Vahlen, Volkmann. 

Ihnen allen ist er zu grossem Danke verpflichtet, 
in erster Linie Herrn Prof. Dr. W. Fr. Meyer für 
die Veranlassung zu dieser Arbeit und für die viel- 
fachen Anregungen, die er von ihm erhalten hat. 

Das Examen rigorosum bestand er am 22. Juli1907. 
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